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PROLOGO 


El desarrollo de las matemáticas ha sido fundamental en el pro¬ 
greso científico y tecnológico de los últimos cien años. 

Entre las ramas de las matemáticas se encuentra el cálculo dife 
renclal e Integral, que Involucra numerosas Ideas relacionadas 
con velocidades, razones de variación, optimización, cálculo de 
áreas, volúmenes y otros conceptos Indispensables en Ingeniería 
y en otros campos del conocimiento. 

Los orígenes del cálculo se remontan a los griegos, hace más de 
dos mil años, quienes pretendían determinar el área de una cier¬ 
ta reglón con un procedimiento que denominaron método de exhau- 
ción, que consistía en Inscribir una región poligonal en la re¬ 
gión dada y repetir el procedimiento tomando polígonos con mayor 
número de lados cada vez. 

En el siglo XVI con la Introducción de nuevos símbolos algebra^ 
eos, revivió el Interés por dicho método y se descubrieron muchos 
resultados con los trabajos de Cavalleri, Torrlcelll, Fermat, Pas^ 
cal y Wallls entre otros. 

Este método, llamado más tarde cálculo Integral, recibió su ma¬ 
yor Impulso en el siglo XVH con Isaac Newton (1642 - 1727) y W. 
Gottfried Lelbniz (1646 - 1716) y en el siglo XIX Cauchy y Rie- 
mann le dieron una base matemática firme. 

El problema geométrico de determinar la recta tangente a una cu£ 
va en un punto determinado, dio origen al cálculo diferencial, que 
apareció en el siglo XVII a través de los estudios del matemático 
francés Plerre Fermat, que estableció Ideas rudimentarias relaclo 
nadas a la noción de derivada. 

El primero en conectar los dos problemas geométricos Inherentes 
al cálculo diferencial y al cálculo integral fue Isaac Barrow 
(1630 - 1677), aunque quienes comprendieron y promovieron su im¬ 
portancia fueron Newton y Lelbniz. 

En los planes de estudio de todas las licenciaturas que se impa£ 
ten en la Facultad de Ingeniería de la U.N.A.M., se Incluye este 
curso de cálculo diferencial e Integral. 

En estos apuntes se pretende cubrir el programa de la asignatura 
de cálculo diferencial e integral aprobado por el H. Consejo Téc¬ 
nico de la Facultad el 21 de octubre de 1981. 


En los primeros cinco capítulos se tratan los conceptos de fun¬ 
ción, límite, derivada, así como aplicaciones de los mismos. 

En el capítulo VI se presentan la Integral definida y la Inte¬ 
gral Indefinida complementadas por los principales teoremas del 
cálculo Integral. 

El capítulo VII abarca el estudio de las funciones logarítmica 
y exponencial, además se hace un breve análisis del teorema de 
L'Hopital y de las integrales impropias. 

En el capítulo VIII se ven los principales'métodos de integra¬ 
ción y algunas aplicaciones de la Integral definida, terminando 
con el concepto de ecuaciones diferenciales y su solución para al 
gunos tipos sencillos. “ 

Al final se proporciona una bibliografía, con ayuda de la cual 
se pueden ampliar y profundizar los temas de esta asignatura. 

El mejoramiento de estos apuntes podrá lograrse con ayuda de las 
críticas y sugerencias de profesores y alumnos, por lo que agrade 
ceremos las aportaciones que se hagan llegar a la coordinación de 
la materia con el objeto de mejorar futuras ediciones. 

Expresamos nuestro reconocimiento a los señores profesores, Inge 
nleros: 

ARNÜLFO ANDRADE DELGADO 
PABLO GARCIA Y COLOME 
FELIPE OREGEL SANCHEZ 
ERIK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA 

por su valiosa Intervención en la elaboración de estos apuntes, 
así como a las licenciadas: 

IRMA HINOJOSA FELIX 
MARIA CUAIRAN RUIDIAZ 

por su colaboración en la adaptación pedagógica* de los mismos. 


FACULTAD DE INGENIERIA 
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS BASICAS 
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CAPITULA I FUNCIONES 


INTRODUCCION 


El presente capítulo se dedica al estudio del concepto de 
función, que constituye una base fundamental para el Cálcu¬ 
lo Diferencial e Integral. La Importancia de este concepto 
radica en el hecho de que multitud de fenómenos físicos de 
la vida real pueden ser representados por un modelo matemá¬ 
tico donde figuran todas aquellas magnitudes variables que 
Intervienen en el fenómeno. Estos modelos matemáticos son 
analizados mediante diversas herramientas, como por ejemplo 
las que proporciona el Cálculo Diferencial e Integral, con 
el fin de determinar la solución de un problema específico. 


El siguiente diagrama ilustra el ordenamiento lógico de un 
problema físico cualquiera, desde el fenómeno mismo hasta 
el planteamiento del modelo matemático que lo representa y 
el análisis y la solución del mismo. 



En lo que sigue de este capítulo se definirá fundamentalmente el con¬ 
cepto de función y se estudiarán los diferentes tipos de funciones rea. 
les de variable real como base del cálculo diferencial e Integral. 


1.1 FUNCION REAL DE VARIABLE REAL 

1.1.1 CONCEPTO DE FUNCION 


El concepto de función en general puede presentarse siguiendo dos dife 
rentes puntos de vista. Aguí se analizará de las dos formas para tener 
un criterio más amplio de el. A estos dos puntos de vista se les puede 
Identificar con los siguientes nombres: 
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a) Concepto tradicional. 

b) Enfoque con la teoría de conjuntos. 

Ahora se tratarán por separado y después se enfatizará la equivalencia 
entre ambos. 

CONCEPTO TRADICIONAL.- Cuando dos variables están relacionadas 
en tal forma que a cada valor de la primera corresponde un valor 
y solo uno de la segunda, se dice que la segunda es función de la 
primera. 

Casi todos los problemas científicos tratan con cantidades y relaciones 
de esta naturaleza, y en la experiencia de la vida diaria, se presentan 
constantemente situaciones en las que intervienen magnitudes que depen¬ 
den de otras magnitudes. Así, la longitud que adopte un resorte depen¬ 
de del peso que soporte. El volumen de una esfera es función de su dij[ 
metro. La presión de un gas contenido en un recipiente de volumen cons^ 
tante es función de su temperatura, etc. 

Con objeto de aclarar el significado de este concepto se pueden citar 
los siguientes ejemplos: 


Ejemplo I.I 

Una partícula se mueve a lo largo de un eje horizontal con una ve¬ 
locidad uniforme de 8 m/s, empezando el movimiento en cero y despl¿ 
zándose hacia la derecha. Determinar la distancia recorrida por la 
partícula al cabo de un tiempo dado. 

Denotando con S la distancia (metros) de la partícula al origen 
en cualquier instante, y con t al tiempo (segundos) transcurrido 
desde que el movimiento comenzó, se tiene que S y t son las vari£ 
bles que intervienen en el problema. 

Evidentemente S depende de t. Así, al cabo de 5 segundos, la pa£ 
tícula habrá recorrido 40 metros, es decir que si t » 5 segundos, 
entonces S “ 40 metros. (Véase figura 1.1). 


1=0* 1=5* 

~~0 ¡O 20 30 40 50 60 70 ^ 


Figura 1.1 


La tabla siguiente muestra los valores de S que corresponden a aJL 
gunos valores de t. 


t, 

8 0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

S, 

a 0 

AO 

80 

120 

160 

200 

240 


Tabla 1.1 


La fórmula mediante la cual se obtiene el valor de S para cada va 
lor de t es S ** 8t. Esta expresión describe exactamente cómo el 
valor de la variable S depende del valor de la variable t. Esta 
variable, cuyo valor puede fijarse a voluntad recibe el nombre de 
variable independiente, y la otra, cuyo valor depende del valor 
que se le asigna a la independiente, se llama variable dependiente. 

NOTACION.- Si en una expresión funcional x es la variable independie^ 
te y y es la variable dependiente, se acostumbra escribir y = f(x) para 
representar la función en cuestión y se lee: 

y es igual a f de x 

Aquí f(x) indica que x es la variable Independiente y f representa sim 
bélicamente las operaciones a efectuar con cada valor de x para obtener 
el correspondiente valor de y. 

En principio la letra f, inicial de función, se emplea en la notación 
indicada en forma típica, pero pueden emplearse distintas letras para 
discriminar diferentes funciones de la misma variable independiente, 
como g (x), p(x), $(x), etc. 

Durante todo el desarrollo de un proceso, un mismo símbolo de funcio 
nalldad indicará una misma ley de dependencia entre las variables de¬ 
pendiente e Independiente, es decir, que una misma notación y ° f(x) 
indicará las mismas operaciones por ejecutar con cada valor de x que 
se tome para calcular el valor de y que le corresponde. Así: 

yi » f(xi), y 2 - f(x 2 ),. etc. 


Ejemplo 1.2 
Sea: 

f(x) = x 2 - 9x + 14 

Se tendrá: 


f(0) = (O) 2 - 9(0) + 14 = 14 





Ejemplo 1.3 
Hacer ver que: 

si: 

en efecto: 

luego: 

Ejemplo 1.4 
Dada g(x) ■ a x 
hacer ver que: 

efectivamente: 

luego: 


f(-l) » (-1) 2 - 9(-l) + 14 = 24 
f(3) - (3) 2 - 9(3) + 14 » - 4 
f (a) » a 2 - 9a + 14 
f(b + 1) » (b + l) 2 - 9(b + 1) + 14 
- b 2 - 7b + 6 


f(a) - f(-a) - 0 

f(x) = x 4 - 3x 2 + 5 

f(a) » a 4 - 3a 2 +5 y f(-a) - a 4 - 3a 2 + 5 

f(a) - f(-a) » 0 


g(z + 1) - g(z) = (a - 1) g(z) 

g(z + 1) = a 24 * 1 y g(z) “ a 2 * 

g(z + 1) - g(z) “ a 2 * 1 - a z *» a 2 a - a z 

a az(a — 1) » (a - 1) g(z) 


Para que una expresión y » f(x) sea función real de variable real es 
necesario que y sea real para todo valor real de x, y que a cada valor 
de la variable independiente x corresponda uno y sólo un valor de la 
variable dependiente y. 
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Ejemplo 1.5 

La expresión y = i /x. no representa una función ya que para ca¬ 
da valor positivo de x existen dos valores para y. Así, si xj **1,. 
yi “ 1, yz ° -1; Si X 2 “ 4, y 3 = 2, yi» = -2. 


Sin embargo, si específicamente se establece que los valores de 
la variable dependiente y sean positivos, entonces con y ** + y/x 
(x > 0, y > 0) se tiene una función. Lo mismo pasaría con la ex¬ 
presión y “ - & (x > 0, y < 0). 


ENFOQUE CON LA TEORIA DE CONJUNTOS.- Como este enfoque del con* 
cepto de función está basado en la teoría de conjuntos, entonces 
antes de establecerlo, se recordarán algunos conceptos básicos. 


Cuando en un conjunto se dispone de un criterio que permite saber qué 
elemento es anterior y cuál posterior, se dice que el conjunto es orde 
nado. 


Ejemplo 1.6 

Los siguientes conjuntos son ordenados: 

a) El conjunto C de todos los números primos mayores que 2 y me¬ 
nores que 17, considerados en orden ascendente.. 

C = (3, 5, 7, 11, 13} 

b) El conjunto B de los vocales en el orden usual de enunciación. 
B = (a, e, i, o, u) 

Dos conjuntos ordenados son iguales si tiene'n los mismos elemen¬ 
tos y en el mismo orden. 


conjunto producto.- Sean A y B dos conjuntos. Si se colectan todas 
las parejas ordenadas (a, b) en donde el primer elemento a pertenece a 
a y el segundo elemento b pertenece a b, entonces esta colección de pa. 
rejas ordenadas forma un conjunto que se denota por: 

A x B = {(a, b) I a e A, b e B} 
y que se llama producto c antuiano dz A y B. 

Al producto cartesiano de un conjunto por sí mismo se le denota como: 

A x A = A 2 ; B x B « B 2 
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Ejemplo 1.7 

Dados los conjuntos: 


A - {0, 1, 2}, B =» {3, A) y C ■ {5, 6 } 

calcular: 


A x B, B x A, B x C y C 2 

Solución 

A x B « {(0, 3), (0, 4), (1, 3), (1, 4), (2, 3). (2 t 4)) 

B x A « {(3, 0), (3, 1), (3, 2), (4, 0), (4, 1), (4. 2)} 

B x C - {(3, 5), (3, 6 ), (4, 5), (4, 6 )} 

C x C - C 2 = {(5, 5), (5, 6 ), ( 6 . 5), ( 6 , 6 )} 


Nota: Como se observa, el producto cartesiano no es conmutativo, 
es decir A x B 4 B x A. 

Para representar gráficamente un producto cartesiano se sigue como coji 
vención tomar como abscisas a los elementos del primer conjunto y como 
ordenadas a los elementos del segundo conjunto. 

Ejemplo 1.8 
Sean los conjuntos: 

A - {*|* es un encero; - 3 £ x < 3} 

B > {y|y es un entero; - 4 £ y < 4} 
representar gráficamente A x B 
Solución 



Figura 1.2 


Ejemplo 1.9 

Sean los conjuntos: 


A » {xlx € 

B “ {y|y e IR; - 3 5 y 3} 
representar gráficamente A x B 
Solución 



Figura 1.3 


RELACION binaria.- Si se tienen dos conjuntos a y b sus elementos se 
pueden relacionar de varias formas: 

Relación multiforme.- Cuando se relaciona cada elemento del conjunto 
a con uno o varios elementos del conjunto b. (Véase figura 1.4). 



Figura 1.4 
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Relación uniforme o unívoca.- Cuando uno o varios elementos de A se 
asocian con un solo elemento de B. (Véase figura 1.5). 



Figura 1.5 


Una relación R de un conjunto A a un conjunto B es un subconjunto del 
producto cartesiano A x B. 

El dominio de la relación R de A x B es el conjunto de las primeras 
coordenadas de las parejas en R y el Aecowutdo, nango o imgen es el 
conjunto de las segundas coordenadas. 

Simbólicamente una relación se puede escribir como sigue: 

R ** {(a, b) | a e A, b € B; P(x, y)) 

En esta expresión p(x, y) representa la proposición que resulta falsa 
o verdadera para las parejas ordenadas de A x B. 


Ejemplo 1.10 ! 

Sean los conjuntos A = {l, 2, 3} y B » {0, 1» 2), 

encontrar las siguientes relaciones dando dominio (D) y recorri¬ 
do (R). 


Relación biunívoca o uno a uno.- Cuando a cada elemento de A se aso¬ 
cia un elemento de b y sólo uno. (Véase figura 1.6). 



Figura 1.6 


Definición: Una relación binaria R o simplemente una relación 
consiste en: 

1. Un conjunto A 

2. Un conjunto B 

3. Una proposición P que es falsa o verdadera para 
toda pareja ordenada (a, b) de A x B 


Ri » ((x, y) | x e A, y e B; y » x} 

R 2 ° {(x, y) | x e A, y e B; x + y = 3} 

Ra “ í(x, y) | x e A, y e B; x 2 + y 2 » 5} 

El producto cartesiano A x B viene dado por: 

A x B - {( 1 , 0 ),( 1 , 1 ),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2)} 

Por lo que las relaciones pedidas, de acuerdo a sus proposiciones, 
serán: 

B {(1,1),(2,2)} D •? {1,2} R-Ü.2) 

R 2 “ {(1,2),(2,1),(3,0)} D « {1,2,3} R - {0,1,2} 

Rj - {(1,2),(2,1)} D B {1,2} R ™ {1,2} 

RELACION idéntica.- Es aquella relación definida en los reales cuya 
proposición asocia valores iguales en las parejas ordenadas, es decir, 
que equivale.a escribir y » x. 

La representación gráfica de una relación, al igual que para el produc 
to cartesiano, consiste en llevar las parejas ordenadas a un sistema de 
ejes coordenados con los primeros elementos de las parejas como absci¬ 
sas y los segundos elementos como ordenadas. 
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Ejemplo 1.11 

Sea la relación idéntica R » {(x, y) I xe R , y e R ; y = x} . Su 
representación gráfica será una recta que pasa por el origen y for¬ 
ma con el eje X un ángulo de 45°. 



Figura 1.7 


Ejemplo 1.12 

Sea la relación definida en los reales 

R = í(x, y) | xe K, y c R; y < x - 1} . Su representación será: 



Ejemplo 1.13 

Sea la relación definida en los reales 

R “ {(x, y) | x e E, y e R; x 2 + y 2 = 16} . Su representación se 
ra: ” 



DEFINICION DE FUNCION: Una función es una -terna formada por: 

a) Un primer conjunto llamado dominio de lo. Ranclón. 

b) Un segundo conjunto llamado codominio de ¿a (Jo nc¿ón. 

c) Una regla de correspondencia que tiene las siguientes pro 
piedades: 

1. Por medio de esta regla de correspondencia a todo elemento 
del dominio : la función se le puede asociar un elemento del 
codominio. 

2. Ningún elemento del dominio ha de quedarse sin su asociado en 
el codominio. 

3. Ningún elemento del dominio puede tener más de un asociado en 
el codominio. 


Figura 1.8 
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función real de variable real.- Hasta ahora se ha tratado el concep¬ 
to de función en forma general, o sea, no se ha hecho restricción algu. 
na sobre la naturaleza de los elementos de las parejas ordenadas que 
la forman. En el presente curso se tratará con funciones donde los e- 
lementos que Intervienen pertenecen al conjunto de los números reales. 
Esto quiere decir que tanto la primera coordenada como la segunda se¬ 
rán números reales. 

Teniendo en cuenta que se tratará con el conjunto de los números reales 
y con subconjuntos de él, conviene presentar algunos aspectos Importan¬ 
tes de los sistemas numéricos. 

NUMEROS NATURALES.- Son los que sirven para contar: 1, 2, 3, 4, ..., 
es decir, son los enteros positivos. El conjunto de los números natura 
les es cerrado respecto a la adición y a la multiplicación, lo que sig¬ 
nifica que dichas operaciones efectuadas con números naturales dan siem 
pre como resultado números naturales. 

Obsérvese que el conjunto de los números naturales no es cerrado res¬ 
pecto a la sustracción, ya que no todas las restas entre números natura^ 
les dan como resultado números naturales. 

números enteros.- El conjunto de los números enteros está formado por 
todos los enteros positivos, los enteros negativos y el cero -3, 

-2, -1, 0, 1, 2, 3, ... 


Este conjunto es cerrado respecto a las operaciones de adición, sustrae 
ción y multiplicación. Las sumas, restas y productos de números enteros 
dan como resultado números enteros, pero no todos los cocientes de ente, 
ros son enteros, o sea que el conjunto de números enteros no es cerrado 
respecto a la división. 

NUMEROS RACIONALES.- Son todos los números que pueden escribirse en 
la forma p/q en que p y q son números enteros y q 4 0. Es decir, que 
el conjunto de los números racionales está formado por todas las frac¬ 
ciones cuyo numerador y denominador son números enteros y el denomina¬ 
dor no es cero. 


NUMEROS REALES 


Racionales 


Irracionales 


Naturales 

Enteros Cero 

Enteros negativos 
Fraccionarios 


1.1.2 INTERVALOS 


Tal y como se ha considerado el conjunto jr, se trata del conjunto de 
los números reales no restringido. Frecuentemente es necesario consi¬ 
derar solamente un subconjunto de ir, es decir, que se tiene que res¬ 
tringir este conjunto, lo cual se lleva a cabo mediante los intervalos, 
que son subconjuntos de ir. 

A continuación se presentan los nueve tipos de intervalos que pueden 
presentarse, cuatro de ellos finitos.y cinco infinitos. 

intervalos finitos.- Se llama intervalo abierto determinado por los 
números reales ay b tales que a < b, al conjunto de todos los números 
reales mayores que a y menores que b. Este intervalo se denota (a, b) 
en donde ay b son los extremos del intervalo. 

(a, b) » {x|x e B; a < x < b} 


Los números enteros y por consiguiente los números naturales son casos 
particulares de números racionales, ya que basta dividir cualquiera de 
ellos entre uno para que queden escritos en la forma p/q. 

El conjunto de los números racionales es cerrado respecto a la adición, 
sustracción, multiplicación y división. 


números irracionales.- Son todos aquellos números que no pueden esen. 
birse como el cociente de dos enteros p/q. Estos números como /2",tt, 
e, etc., pueden ser identificados como los que tienen decimales ilimi¬ 
tados no periódicos. 

El conjunto de los números reales está formado por la unión del conjun 
to de los números racionales y el de los irracionales. El siguiente 
cuadro sinóptico muestra la clasificación de los números reales. 


A veces este intervalo se escribe simplemente cono: a < x < b. Obsér 
vese que en un intervalo abierto (a, b) los propios extremos a y b no” 
forman parte del mismo. Suele llamarse amplitud del intervalo (a, b) a 
la diferencia b - a. 

Geométricamente el intervalo abierto (a, b) queda representado por el 
conjunto de todos los puntos de ün eje numérico x comprendidos éntrelos 
purtos que representan a los extremos a y b, como se ve en la fiqura 
1 . 10 . 



Figura 1.10 
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El Intervalo cerrado determinado por los números reales a y b donde, 
a < b, es el conjunto de todos los números reales x tales que a < x < b 
y se denota como [a, b] 

[a, b] - {x | x e E¡ a < x < b) 

Evidentemente en un intervalo cerrado [a, b¡» l° s extremos ay b for¬ 
man parte del intervalo y la diferencia b - a es la amplitud del inter¬ 
valo. 

La representación geométrica del intervalo cerrado [[a, bl está cons¬ 
tituida por el conjunto de todos los puntos de un eje numérico x compren 
didos entre los puntos a y b. Incluyendo a éstos. (Véase figura 1.11). 



Figura 1.11 

Se conocen como intervalos semlablertos los siguientes: 
Intervalo semlabierto por la Izquierda: 

(a, b] “ {x|x eF; a < x < b} 
que geométricamente se representa en la figura 1.12. 



Intervalo semlabierto por la derecha: 

Ja, b) » (x \x€ F; a < x < b) 
que geométricamente se representa en la figura 1.13. 



Figura 1.13 

INTERVALOS INFINITOS.- Los Intervalos Infinitos son los siguientes, en 
donde x e F: 


(a, oo ) » {x | x> a} 

[a, a>) “ (x|x a) 

(—oo»a) » {x|x < a) 

(-00, a] o íx|x £ a) 

(-oo, oo) -- {x|x e F> 

Las representaciones geométricas de estos intervalos se deducen fácil¬ 
mente de lo anterior. 

Recordando los conceptos de producto cartesiano y de relación como un 
subconjunto de aquél, se puede decir que las relaciones uniformes ounj 
vocas y las relaciones blunlvocas son funciones. Es por ello que se 
puede afirmar que una función £ de un conjunto a a un conjunto B, es 
un subconjunto del conjunto producto A x B. 

Be lo expuesto en las propiedades de la regla de correspondencia y de 
lo dicho anteriormente se confirma que toda función es una relación, pe 
ro no toda relación es función. Las relaciones multiformes no son fun¬ 
ciones. 

La representación esquemática de una función es la que se observa en 
la figura 1.14. 


Recorrido,Imagen o Rango 


A(Domlnio) B(Codominlo) 

Figura 1.14 


NOTACION.- Como una función no es más que un tipo especial de relación, 
puede emplearse la notación de las relaciones para representar funciones. 

Entonces una función puede expresarse po* compfiztiuJSn asi: 

f » í(x, y) | x e A; y - f(x)} 

O bien puede expresarse en algún caso escribiendo todas las parejas or 
denadas que la forman y seria, po\ exten&¿6n: 

f » {(xj , yx), (xa, y 2 ), (x j, ya),..., (xq, y n )} 
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Por otro lado, si A es el primer conjunto (dominio), B el segundo con¬ 
junto (codomlnlo) y f la regla de correspondencia, se denota por: 

f : A -► B 


De este ejemplo se puede deducir que la condición geométrica para que 
una relación sea función, es que toda recta paralela al eje Y debe cor 
tar a la gráfica en un solo punto. 


y se lee f e& una ¿unción de A en B o bien í e& una ¿unción que napea, a 
en B, 

Entonces, si una terna (A, B, f) es una función, es decir, si f: A+B, 
para cada elemento a € a tiene que existir uno y solamente un elemento 
de B que la regla f asocie al elemento de A. Este Gnlco elemento de B 
se denota por f(a), f de a, y se le llama ¿mugen de a en el codomlnlo 
bajo la ¿unción f. Al conjunto de Imágenes se Te conoce como neconnl- 
do, nango o Imagen de la ¿unción. 

Por lo tanto, para que exista una función, ningún elemento de A debe 
quedarse sin su asociado en b y además debe asociarse con uno y solo un 
elemento de B. 


Ejemplo 1.14 
Sea la relación 

R » .{(x, y) | x e IR, y e IR; x 2 + y 2 » 4} 

Se observa que no se trata de una función ya que al despejar y, el do¬ 
ble signo de la raíz cuadrada Implica que a cada elemento del dominio le 
corresponden dos elementos del codomlnlo, uno positivo y uno negativo. 
Esto se observa claramente en la figura 1.15. 



Como se ha visto, en la regla de correspondencia que define una función, 
existe una proposición que relaciona valores de x con valores de y. A 
x se le conoce como la variable independiente y a y como la variable de. 
pendiente, ya que su valor (Imagen) depende del valor que se tome de x. 


Ejemplo 1.15' 


En la representación de las relaciones siguientes con los diagra 
mas de Venn, pueden verse casos de funciones y de no funciones. 


b) 



No es función, ya que el 
elemento c no esta rela¬ 
cionado con alguno de B. 


No es función, ya que el 
elemento a está relacio¬ 
nado con dos elementos 
de B. 



Sí es función, porque to 
do elemento de A está re 
lacionado con uno y sólo 
uno de B. 


En resumen, una función puede escribirse de la siguiente forma: 
f * ((x, f(x)) | (proposición) } 

en donde f(x) - y es la imagen de x de acuerdo a la proposición o regla 
de correspondencia que define la función. Además se puede decir que el 
dominio de una función es el conjunto de todos los valores que toma la 
variable Independiente; y el recorrido, imagen o rango, el conjunto de 
todos los valores que toma la variable dependiente. Cabe establecer 
que a menos que se especifique lo contrario, el codominio será conslde 
rado como el conjunto de todos los reales (® ). 
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Para ilustrar los conceptos anteriores se presentan los siguientes 
ejemplos: 

Ejemplo 1.16 

Sea la función dada por f(x) » + /5 - x 
El dominio (Df) estara dado por: 

Df » (x|x € R; x £ 5} 

El recorrido (Rf) es el conjunto de codos los números reales no 
negativos, es decir: 

Rf - (y |y e TR; y £ 0) 

o bien 

Rf ■ [0,a» 

De este ejemplo se infiere una importante convención. Cuando una 
función se defina únicamente por la regla de correspondencia, se 
considera como dominio el conjunto de valores reales de la varia¬ 
ble independiente que hacen que sea real la variable dependiente. 
En dicho ejemplo, como se tiene una raíz cuadrada, que será real 
solamente si el subradical es positivo o nulo, el dominio se obtu¬ 
vo de considerar 5 - x > 0. Lo cual implica x £ 5. 

Ejemplo 1.17 

Dada la función f tal que: 



puede observarse que la expresión que la representa no esta definí 
da para x ■ 2, por lo que no existe valor de f(x) para x “ 2; de 
ahí que 2 í Df. Sin embargo f(x) es real si x ^ 2. Si a e Ry 
a 4 2, hay un valor de f(x). 



Por lo tanto, el dominio será Df ■ {x|x eR; x + 2} 
o bien 

Df - R - {2} 

El recorrido está constituido por todos los valores de y que co¬ 
rresponden a los valores de x del dominio. 

Rf - {y|y €R; y 4 4} 


o bien 


R f " R - {4} 


1.1.3 FORMULACION DE FUNCIONES 


Las funciones no son más que modelos matemáticos que representan algún 
fenómeno físico de la vida real. El planteamiento del modelo matemáti¬ 
co, es decir, la formulación d§ la función es el primer paso en la solu. 
ción de un problema y ante este tipo de situaciones se encontrará en 
multitud de ocasiones,el estudiante de alguna carrera de Ingeniería. 

No existen reglas precisas ni un método general para el planteamiento 
de funciones que representen algún fenómeno. La recomendación en este 
sentido sería Identificar cuáles son los datos, variables e Incógnitas 
del problema en primer lugar, y después proceder a encontrar alguna ré- 
lación entre los datos e incógnitas del problema a través de símbolos 
matemáticos (variables dependientes e independientes, representadas me¬ 
diante letras). Un agrupamiento adecuado de los datos e incógnitas, así 
como el trazo auxiliar de una gráfica o diagrama son de especial ayuda 
en la formulación de funciones para resolver un problema determinado. 

A continuación se pretende dar una secuencia más formal para formular 
alguna función, y después se presentan algunos problemas ilustrativos. 


1. Se debe tener una total comprensión del problema que se presen 
ta, identificando claramente que magnitudes son constantes, cuá 
les variables y, sobre todo, cuál de estas últimas es la que va 
a definir la función que se quiere formular. 

2. Se procede a trazar un diagrama o modelo geométrico que sea re 
presentativo del problema en cuestión. 

3. En base al modelo geométrico y a la comprensión del problema se 
construye el modelo matemático, (aunque en un principio se tra. 
te de una función con dos o más variables independientes). 

4. Se recurre a ecuaciones auxiliares, datos del problema o condi 
ciones geométricas con el fin de relacionar las variables y que 
finalmente quede establecida una función en términos de un so¬ 
lo argumento o variable independiente. 


A continuación se presentan algunos ejemplos en los cuales se pide la 
formulación de una función. 


Ejemplo 1.18 

Encontrar una función que represente el producto de todos los pa¬ 
res de números de tal manera que la suma de un número y el triple 
del otro sea 60. 



Solución 


Si se representa un nCmero con x y otro con y, el producto se pue 
de escribir como: 

P“xy ....(a) 

Pero de acuerdo a las condiciones establecidas: 

x + 3y » 60 _(b) 

Despejando en (b) y sustituyendo en (a): 



Ejemplo 1.19 

Encontrar una expresión que defina el volumen de un cilindro cir¬ 
cular recto, inscrito en un cono circular recto con un radio de 
5 m., y una altura de 12 m., en función únicamente del radio del 
cilindro. 


Solución 



La siguiente fórmula expresa el volumen del cilindro en términos 
de R y H: 
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Es necesario establecer una expresión independiente de (a) que 
relacione a R y H. De la figura 1.17, y usando triángulos semejan 
tes: 

12 - H 12 
R "5 

despejando H: 

... 0 » 

sustituyendo (b) en (a) y desarrollando. Se tiene finalmente: 

V - j (60 R 2 - 12 R 3 ) 

Ejemplo 1.20 

En el proyecto de una cafetería se estima que si existen lugares 
para 40 a 80 personas, la ganancia semanal sera de $ 8.00 por lu¬ 
gar. Sin embargo, si la capacidad de asientos sobrepasa los 80 lii 
gares, la ganancia semanal en cada lugar estará reducida en 4 cen¬ 
tavos por el numero de lugares excedentes. Encuentre una función 
que relacione el numero de asientos con la ganancia de la semana. 

Solución 

Si se llama a x el numero de lugares y a G la ganancia semanal, se 
tiene que cuando 40 ^ x £ 80 la ganancia por lugar será de 8 y por 
lo tanto G » 8x. 

Sin embargo, cuando x > 80 la ganancia por lugar equivale a: 

[8 - 0.04 (x - SO)] 

y la ganancia por todos los lugares es: 

G ° x [8 - 0.04 (x - 80)3 ’ 

y desarrollando: 

G - 11.20x - 0.04x 2 

Como*se puede observar, la función pedida no se puede representar 
con una sola fórmula para todo su dominio. Por lo que quedara for 
mulada como: 


8 x si 40 < x < 80 

G - 

11.20x - 0.04x 2 


si x > 80 
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Ejemplo 1.21 

En la figura 1.18» el punto A representa una isla que se encuen¬ 
tra a 6 kilómetros del punto B, el cual es el punto mas cercano so 
bre una playa recta. Un almacén está en el punto C a 7 kilómetros* 
de B, sobre la playa. Si un hombre puede remar a razón de 4 km/h 
y c ami nar a razón de 5 kilómetros por hora* establezca una expre¬ 
sión que relacione a la posición del punto de desembarco P con el 
tiempo que tarde en llegar de A a C. 

Solución 



Figura 1.18 

De acuerdo a la figura, el hombre rema de A a P y camina de P a C 

Sea: x la distancia en kilómetros de B a P. 

T el tiempo en horas que le tome al hombre hacer el viaje 
de A a C. 

Entonces T es el tiempo para ir de A a P más el tiempo de P a C. 
Como el tiempo se obtiene al dividir la distancia entre la veloci 
dad: 



Como |AP| es la hipotenusa del triángulo rectángulo ABPi 



y además: 


|PC| » 7 - x 

Sustituyendo en (a) queda finalmente: 



1.1.4 REPRESENTACION GRAFICA 


En el estudio de los tópicos de las matemáticas es de gran ayuda poder 
realizar ilustraciones que tengan alguna significación con el tema en 
cuestión. En el caso de una función, además de un diagrama que Ilustre 
la correspondencia o dependencia entre las variables que Intervienen en 
ella, puede darse una representación geométrica de la misma. Huchas ye 
ces la ayuda que proporciona la gráfica de una función es clave para su 
estudio y para la solución del problema en que interviene. 

Dado que una función real de variable real es un conjunto de parejas or 
denadas de números reales (x, y), y como existe una correspondencia uno 
a uno entre el conjunto de parejas y el conjunto de puntos de un plano 
cartesiano x y, una función puede representarse por el conjunto de pun¬ 
tos del plano, cuyas coordenadas sean las parejas que constituyen la 
función. Esto es, cada pareja ordenada (xi, yi) de la función: 

f - {(x, y)|y - f(x); x € Df} 

queda representada por el punto P(xi, yi), por lo cual, la gráfica de d^ 
cha función será el lugar geométrico de todos los puntos p(x, y), cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuación y « f(x). Recuérdese que el primer 
elemento x de cada pareja es la abscisa del punto que la representa y 
que el segundo el oriento y es su ordenada. 


PROPIEDADES DE LA GRAFICA 


1. La gráfica de una función es uno de los subconjuntos del pro¬ 
ducto A x B, del dominio por el codominio. 

2. Los puntos que forman la gráfica de la función son todos aque 
líos puntos del producto A x B que tengan como primero coordo 
nada a un elemento x contenido en A, y como segunda coordena¬ 
da, al elemento de B que la regla de correspondencia asocia a 
x. 
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3. Basca con trazar una perpendicular al conjunto A que pase por 
"x" y el punco en que corta a la gráfica tendrá a "x" cobo prl 
mera coordenada y como "y” la del punto de la .gráfica. 

Ejemplo 1.22 


Sea la función del ejemplo 1.16 

f(x) - + *'T"-'"x 


En seguida se nuestra una tabla con algunos valores de x en el d¿ 
minio de la función y sus correspondientes imágenes f(x). 


X 

-4 

-1 

0 

i 

2 

3 

4 

5 

y “ f(x) 

3 

+ Se 

+ Se 

2 

+ Sz 

+ Sl 

1 

0 



Figura 1.20 


Tabla 1.2 


En la figura 1.19, está representado el conjunto de parejas (x, y) 
de la tabla 1 / 2 . 



Figura 1.19 


Trazando una curva por todos los puntos mostrados en la figura 
I.19, se obtendrá la representación geométrica de la función pro¬ 
puesta, como se ve en la figura 1 . 20 . 


Ejemplo 1.23 

Sea la función dada por: 

y - 3 - I A* - 2) 2 + 9 

Para trazar su gráfica puede transformarse antes la ecuación dada 
para ver qué tipo de curva representa, dado que es una ecuación de 
segundo grado en "x" y "y". Así se pueden determinar sus elemen¬ 
tos característicos. Esto es: 

Y ° 3 - | •''ÓT- 2)^ + 9 =¿>3(y - 3) - - 2 /(x -2)2+9 

=> “ 3) 2 - 4(x - 2) 2 + 36 9 (y - J) 2 - 4(x - 2) 2 - 36 



- 2 ) 2 
9 


1 


Esta ecuación representa una hipérbola con eje focal paralelo al 
eje Y, centro en c(2, 3), semieje transverso a - 2, semieje conju¬ 
gado b - 3 y vértices Vi(2, 1) y V 2 (2, 5). ' 

Teniendo en cuenta la regla de correspondencia dada: 

Y ■ 3 - | /(x -2)2 + 9 



la gráfica de la función consiste en la rama inferior de dicha hi¬ 
pérbola como se ve en la figura 1.2 1. 



Figura 1.21 


En ocasiones aun no sabiendo de qué curva se trata se puede detejr 
minar su dominio partiendo de una desigualdad y luego proceder al 
trazo de la gráfica mediante una simple tabulación con los valores 
del dominio. 


1.2 FORMAS IMPLICITA, EXPLICITA Y PARAMETRICA 

1.2.1 FUNCIONES EXPLICITAS 


Sea la función dada por y = f(x), donde como se sabe f(x) indica cómo 
calcular el valor de la variable dependiente y directamente en términos 
de la variable independiente x. Toda función especificada asi se llama 
¿unción zxptíc¿ta. 

En otras palabras, una función es explícita cuando en la ecuación que 
actúa como regla de correspondencia, se tiene despejada la variable de¬ 
pendiente y en términos de la variable independiente x. 


Ejemplo 1.24 

La función y - f(x) - 3x 2 + 2x + 1 es una función explícita, da¬ 
do que la ecuación, que es la regla de correspondencia, permite 
calcular directamente para cualquier valor "x" del dominio, su i- 
magen correspondiente "y" en el codominio. 


En el caso de que en la expresión que define la función, la variable 
dependiente no se encuentre despejada, se trata de una función implí¬ 
cita, cuyo estudio se verá a continuación. 


1.2.2 FUNCIONES IMPLICITAS 


Considérese ahora a f(x, y) como representación de una expresión en 
x, y; en tal forma que f(x» y) =0 ... (1) es una ecuación en x, y, 
no resuelta para y, es decir que no está despejada y. 


Ejemplo 1.25 

La ecuación 2x 2 - 2xy + y 2 - 1 ■* 0 ... (a) 

es una ecuación del tipo f(x, y) - 0 ... (1) 
donde f(x, y) = 2x 2 - 2xy + y 2 - 1 

En este ejemplo se puede despejar y considerando que se trata de 
una ecuación de segundo grado en "y"* 

y 2 - 2xy + (2x 2 - 1) = 0 


de donde: 


y - 2 *± , 1 1 /¡r n^ 

Las soluciones de dicha ecuación son y = x ± /I - x 2 

Dado que hay dos valores de "y" para cada valor de "x" en el in¬ 
tervalo abierto (-1, 1), la ecuación (a) especifica una relación 
multiforme, pero no una función. 

Para que la ecuación (a) sea la regla de correspondencia de una 
función, basta con precisar el signo que ha de afectar a la raíz. 
De este modo se tendrán dos funciones: 


fi (x) ** x + /I - x 2 


f 2 (x) = X - /I - X 2 


Según lo anterior, una ecuación f(x, y) = 0 puede implicar una o más 
relaciones funcionales. Ante esto es necesario tener cuidado, ya que 
hay ecuaciones del tipo (1) que no se satisfacen para ningún par de nfi 
meros reales x, y, por lo cual no representan ninguna función real de” 
variable real, como es el caso del siguiente ejemplo. 










Ejemplo 1.26 


Bada la ecuación x 2 + y 2 + 9 ■ 0, obsérvese que no se satisface 
para ningún par de números reales (x, y). 

Esto se ve claramente en la expresión que resulta al despejar "y". 


± /-(x 2 + 9) 


Evidentemente al sustituir en esta expresión a x por cualquier nómero 
real queda la raíz cuadrada de un número negativo que no es un número 
real. 

Aquí se considerará que una ecuación del tipo (1) define una relación, 
misma que si no es una función, puede definirse o partir de ella una fu£ 
clon adaptando condiciones adecuadas como en el caso del ejemplo en que: 

f(x, y) » 2x 2 - 2xy + y 2 - l 

Una función cuya regla de correspondencia sea una ecuación del tipo (1), 
se llama función implícita. 0 sea que una función Implícita se caracte¬ 
riza porque en la ecuación que actúa corno regla de correspondencia, la 
variable dependiente y no se encuentra despejada. 


Ejemplo 1.27 

En las siguientes expresiones, "y" es función implícita de "x". 

a) x 2 - 3y + 1 - 0 

b) xy - 1, x 4 0 

i c) 4x 2 - y 2 - 8x + 2y - 1 ** 0; y > 0 

d) y " + /(x - y) 

e) y - x 2 (x + y) 

| f) y» - * - 2 

t g> y ’ ■ x 1 


1.2.3 FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA PARAMETRICA 

) 

En el siguiente ejemplo se Ilustra el significado de la representación 
v paramétrlca. 


i 
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Ejemplo 1.28 
Dadas las ecuaciones: 

x - 2t - 2; y - 4 - t ... (a) 

el parámetro t puede eliminarse por igualación, habiéndolo despeja 
do previamente: 

t " 4 - y ; 2_+2 - 4 - y ¡ x + 2y - 6 • 0 ... (b) 

(b) es la ecuación de la recta que se ve en la figura 1.22. 



Figura 1.22 


Obsérvese que para cada valor de t en las ecuaciones (a) se tiene un 
valor de x y un valor de y, que considerados como pareja ordenada de njj 
meros reales (x, y), constituyen las coordenadas de un punto P(x p y) de 
la recta de ecuación (b). 

Ejemplo 1.29 

x ® 2t + 2; y = 2t 2 + 4t son las ecuaciones paramétricas de la 
parábola de ecuación, y » ■£ x 2 - 2, figura 1.23. 
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Ejemplo 1.30 

Las ecuaciones x ■ 2t 2 ; y ■ rjy » con el parametro t f son una re¬ 
presentación paramátrica de la hipérbola cuya ecuación cartesiana 
es xy ■ 6, figura 1.24. 



Una representación paramétrica frecuentemente puede constituir la regla 
de correspondencia de una función, como es el caso de los ejemplos ante¬ 
riores, donde las funciones respectivas se pueden escribir: 

ffi ■ {(*• y)|x - 2t - 2, y - 4 — t, t € IR) 

f 2 “ {(x, y)|x - 2t + 2,y - 2t 2 + 4t, te®} 

f 3 « í(x, y) |x » 2t 2 , y='~,teJR t * 0} 

A veces un par de ecuaciones paramétricas representa una relación multi. 
forme que puede descomponerse en más de una función. 

Este es el caso de las ecuaciones del siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.31 

Las ecuaciones x *» 3 eos 6; y - 2 sen 0, en las que 6 es el para 
metro, corresponden a la elipse de la ecuación cartesiana. 



Desde luego estas ecuaciones definen una relación multiforme en 
el intervalo abierto - 3 < x < 3, que puede descomponerse en las 
dos siguientes funciones: 

fi • í(x, y)|x - 3 eos 0, y » 2 sen 0, -3 < x < 3, y > 0} 
f 2 ■ í(x, y)|x = 3 eos 0, y - 2 sen 0, -3 < x < 3, y < 0} 
cuyas gráficas se ven en la figura 1.25. 



Figura 1.25 
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Una funclfin expresada en forma paramétrlca es pues: 

f - í(x, y) |x “ f(t), y - g(t), t € D f n D g # 

Debe tenerse cuidado en identificar las ecuaciones paramétrlcas que no 
definan una funclfin. Esto puede suceder si Df n d r = $ como se ve en 
el siguiente ejemplo. * 


Ejemplo 1.32 

Dadas x - f(t) « VA - t y - g(t) = A - 6 


donde: 

Df - {t|t € m, t < 4} y D g » {t|t € IR, t > 6} 

se ve que: 

D f " Dg - ♦ 

Lo cual hace que ningún valor de t defina un par de números rea¬ 
les ordenados (x, y). Esto implica que estas ecuaciones no defi¬ 
nen una funcifin. 


Una apllcaclfin útil de las representaciones paramétrlcas se presenta 
en problemas de movimiento curvilíneo, donde comúnmente se considera 
que (x, y) son las coordenadas cartesianas del punto móvil y el pará¬ 
metro t es el tiempo. 


A las ecuaciones x «* f(t), y ° g(t), suele llamárseles en ese caso 
ecuaciones del movimiento y a la gráfica correspondiente, trayectoria 
del movimiento. 


Otro empleo Interesante de las ecuaciones'paramétrlcas se tiene para 
simplificar los cálculos al determinar las coordenadas de los puntos 
de una curva, dada su ecuación, como se ve en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 1.33 

Pata obtener puntos de la curva de ecuación 4y 3 » 27x 2 puede ha 
cerae x ■ 2t 3 , lo cual da y 1 » 27t 6 , en otra ecuación y £ IR y 
t e B luego puede simplificarse para tener y *» 3t 2 . 

Es evidente, que si se usan las ecuaciones paramétricas x » 2t s , 
y » 3t 2 en lugar de la ecuación 4y 3 » 27x 2 pueden tabularse con 
más facilidad los pares (x, y) deseados. 


1.2.4 FUNCIONES CONSTANTE E IDENTIDAD 


La función constante es aquella en la que todos los valores del domi¬ 
nio se asocian con un único valor c del codomlnlo. 

En este caso, su dominio está constituido por el conjunto de los nífcte- 
ros reales y su recorrido consta Cínicamente del valor c. 


La gráfica de la función constante es una recta paralela al eje de las 
abscisas, con ordenada c, como se ve en la figura 1.26. 



La función Identidad es la que tiene como dominio al conjunto de los 
números reales y en la que para cada valor de la variable Independien¬ 
te x le corresponde el mismo valor de la variable dependiente y, de mo 
do que su recorrido es también el conjunto de los números reales. Co¬ 
munmente la funclfin identidad se representa con i. 

Asi: 

I “ {(x, y) |x € TR ; y = x} » {(x, x) |x e IR} 


La gráfica de la función Identidad es una recta que pasa por el origen 
y que tiene un ángulo de inclinación de 45°, como se ve en la figura 
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Figura 1.27 


1.2.5 FUNCIONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALOS 


Frecuentemente la regla de correspondencia de una función está especi¬ 
ficada por varias ecuaciones, cada una de las cuales establece la asig¬ 
nación de la función en cuanto al vinculo entre las variables x y y 
en diferentes Intervalos del dominio.. A continuación se presentan algu 
nos ejemplos para Ilustrar esto, asi cano algunos casos especiales de 
funciones que tienen mucha utilidad en las matemáticas. 


Ejemplo 1.34 

Sea la función dada por: 


-2 si x < -1 


f(x) = 1 si - 1 < x < 2 


4 si 2 < x 


Puede verse que la regla de correspondencia está formada por tres 
ecuaciones, las cuales establecen el vínculo entre x y y para 
diferentes partes del dominio.(Véase figura 1.28). 



En esta función se puede ver que el dominio es el conjunto de los 
números reales y el recorrido es el conjunto, formado por los valo¬ 
res -2 , 1 y 4. A funciones de este tipo se les llama ^tmcioneÁ 
z&catonaáu. 


Ejemplo 1.35 

Sea la función va ton. absoluto dada por y *» jx|, cuya regla de 
correspondencia es equivalente a: 

- x si x < 0 

f(x) - 

x si x > 0 


El dominio de esta función es el conjunto de todos los números 
reales y el recorrido es el conjunto de todos los números reales 
no negativos. (Véase figura 1.29). 


i 




Sea Xa función llamada paAXt ZfUtZAO. de "x" y que se denota como: 
f(x) - [xj. 

Esta [x] es el entero que satisface la desigualdad: 

l x l 1* < [*) + 1* 

El dominio de esta función son los números reales y el recorrido 
lo constituye el conjunto de los números enteros. La gráfica de 
una parte de esta función se presenta a continuación en la figura 
1.30. 



Figura 1.30 


Ejemplo 1.37 

Sea la función dada por: 

1 si x es racional 

f(x) - 

-1 si x es irracional 

El dominio de esta función está dado por el conjunto de los num£ 
ros reales y el recorrido lo constituyen los valores 1 y -1. Su 
gráfica se muestra en la figura 1.31. 



Figura 1.31 

Ejemplo 1.38 

Sea la función dada por: 

x 2 + 2 -2 < x < 0 

f(x) = 2 0 < x < 2 

x 2 

4 - ~ 2 £ x £ 4 
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Figura 1.32 


Ejemplo 1.39 

Sea la función dada por: 

sen x -ir < x < 0 

f(x) - 

2 x 0 < x < 2 

El dominio será el intervalo de los reales (-ir, 2) y la gráfica la 
siguiente: 



Figura 1.33 


1.3 ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES 


1.3.1 FUNCIONES ALGEBRAICAS 


Las funciones algebraicas son aquellas que se obtienen al realizar un 
número finito de adiciones* sustracciones, multiplicaciones, divisiones 
y radicaciones con las funciones constante e Identidad. 

Ejemplo 1.40 

Algunos casos de funciones algebraicas podrían ser las siguientes: 
a) f(x) » + J x - 1 

b > f <*> " "T7*" 


1.3.2 FJNCIONES ENTERAS O POLINOMIALES 


Las funciones enteras o pollnomlales son las que se obtienen al efec¬ 
tuar con las funciones constante e Identidad un número finito de oper¿ 
clones de adición, sustracción y multiplicación. 

Una función pollñomlal es pues: 

P - a + a I + a I 2 + ... + a I n 

oi2 n 

donde a fc (k. - o, 1, 2, ...» n) son funciones constantes, i es la fun 

clón Identidad y el número natural n es el grado de la función polino- 
mlal. 

Una función de este tipo puede describirse por medio de su regla de co¬ 
rrespondencia; 

P(x) » a o + a t x + a 2 x 2 + ... + a & x n 
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cuyo dominio es K y en donde * o , a , a # , .... a Q son números 
reales y n es el grado si a n i 0. 

Si el grado de una función entera es l, entonces se llama función li¬ 
neal. Esta función lineal, en forma general viene dada por: 

f(x) ■ mx + b 

donde m y b son constantes y m i 0. 

Una función entera de grado 2 se llama función cuadrática, y su expre 
slón general es: 

f(x) ■ a x 2 + b x + c 

donde a, b y c son constantes y a 4 0. 

Una función entera es cúbica si es de grado 3. 

Ejemplo 1.41 

Las siguientes reglas de correspondencia son de funciones enteras: 

a) f| (x) n 3 x “2 (lineal) 

b) f 2 (x) B 2x 2 - 5x + 6 (cuadrática) 

c) fj(x) ° 4 - 6 x + 2 x 2 - x s (cubica) 

d) í % (x) - 5x 6 - 2x" + x - 9 (de sexto grado) 


1.3.3 FUNCIONES RACIONALES E IRRACIONALES 

El cociente de dos funciones enteras es una función racional. Las fun^ 
clones racionales son de la forma: 


*jl 

p* 


en donde y p 2 son funciones enteras. 
Una función racional puede escribirse como: 
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Nótese que una función racional se obtiene efectuando, con las funcio¬ 
nes constante e Identidad, un número finito de operaciones de adición, 
sustracción, multiplicación y división. 

Las funciones pollnomiales son casos particulares de funciones raciona^ 
les. En efecto, si en la expresión general que define a la función ra¬ 
cional, m - 0, la función se reduce a: 



que es la regla de correspondencia de una función pollnomlal. 


Son funciones irracionales aquellas en donde además de poder intervenir 
operaciones de adición, sustracción, multiplicación, división y potencia 
clón, interviene la radicación. 
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Ejemplo 1. 43 

Las siguientes reglas de correspondencia definen funciones irra 
cionales. ~~ 



Una función algebraica simple es una función donde interviene, como ya 
se vio, un número finito de operaciones algebraicas. En general pueden 
definirse como soluciones de ecuaciones del tipo: 


P Q (x) y n + P x (x) y n " 1 + P 2 (x) y 11 " 2 + ... + P r (x) - 0 


donde p 0 (x), p,(x), ... , p n (x) son polinomios en x y n es natural. 


Obsérvese que si en esta ecuación P 0 (x) = c y n » 1, la ecuación se 
reduce a: 


Cy + P x (x) ° 0 


cuya solución es: 

PiCx) 


que es la regla de correspondencia de una función entera. 

SI en la misma ecuación el grado de P 0 (x) es 1 o mayor que 1 y n » 1, 
la ecuación queda como: 

P o (x) y + Pj(x) » O 


y su solución: 


y 


P l(x) 


que es una función racional. 

Por último si en la misma ecuación n > 1 se tendrá con la solución de 
dicha ecuación una función irracional. 


1.3.4 FUNCIONES TRASCENDENTES 


Después de ver las funciones algebraicas, se puede decir que aquellas 
que no lo son, se llaman trascendentes. Es decir que .son aquellas que 
en su definición no se expresan por medio de operaciones algebraicas. 
Estas funciones Incluyen las circulares directas, las circulares Inver 
sas y las funciones logarítmica y exponencial. En este tema sólo se 
verán las funciones circulares directas y las otras serán tratadas en 
temas posteriores. 


1.3.5 FUNCIONES PERIODICAS 


Una función f se dice que es periódica con periodo p + O, si siem 
pre que x esté en el dominio de f, entonces x + p también está en 
el dominio de f, y se cumple que: 


f(x + P) » f(x) 


Gráficamente se muestra en la figura 1.34, una función periódica. 
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Las funciones periódicas tienen importantes aplicaciones en física e 
Ingeniería, en lo que se refiere a fenómenos que se repiten periódica¬ 
mente, tales como el movimiento ondulatorio, vibraciones, etc. 



1.3.6 FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS 


Se definirán las funciones circulares directas a partir de un círculo 
unitario de ecuación x 2 + y 2 » 1. Sea 0 un número real, que tiene 
medida en radianes. Trácese un ángulo de 0 radianes cuyo primer lado 
coincide con el semieje positivo "x" y su vértice con el origen (0,0). 
El segundo lado del ángulo cortará la circunferencia unitaria en el pun^ 
to p. Si p es el punto de coordenadas (x, y), entonces la función 
coseno está definida por: 

eos 0 ** X 


y la función seno por: 

sen 0 » y 


Véase figura 1.35. 



Figura 1.35 


De la definición anterior se deduce que seno e y coseno 0 están defi¬ 
nidas para cualquier valor de 0. Por lo que el dominio de las funcio¬ 
nes seno y coseno es el conjunto de todos los números reales. Se ve 
que el máximo valor que pueden tomar estas funciones es 1 y el mínimo 
es -i, Y como las funciones seno y coseno son continuas para cualquier 
valor de e, entonces el rango es el conjunto de todos los números rea¬ 
les del intervalo £i, f|. 

Dado que el punto p se encuentra sobre el círculo unitario de ecuación 
x 2 + y 2 » I, o bien: 

eos 2 0 + sen 2 0 » 1 

resulta que: 


sen 0 > 0 para 0 < 0 < tt 

La definición Implica que seno y coseno son periódicas con período 2ir 
teniéndose que: 

eos (0 + 2 ir) « eos 0 
sen (0 + 2ti) ** sen 0 


La figura 1.36 muestra ángulos que tienen una medida negativa de 0 
en radianes y ángulos correspondientes que tienen una medida positiva 
de + 0 en radianes. 



Figura 1.36 

Geométricamente es evidente que las funciones seno y coseno son conti¬ 
nuas en cualquier Intervalo de e. 

La función seno es creciente en el Intervalo ^0, y la función cos£ 
no es decreciente en el intervalo (0, ir). (Ver figuras 1.37 y 1.38). 




Figura 1.38 

Por propiedades de las funciones seno y coseno dadas por las ecuaciones 
eos ( - 0 ) = eos 0 
sen ( - 0 ) «* - sen 0 

se puede obtener la gráfica de las curvas para el Intervalo £ir,iQ co¬ 
mo se muestra en la figura 1.39. 







A partir de las funciones seno y coseno se define la función tangente 
como: 


para todo valor real de 0 para los cuales eos 0 ¿ o. 

La función tangente no está definida cuando eos 0 - o y esto sucede 
cuando 0 toma cualquiera de los valores , -yL # 0 en gen eral 

~2~ + n n con n " O» ± l ( ± 2, .... etc. De esta manera el dominio 

de la función tangente es el conjunto de los números reales excluyendo 
los valores 0 - -y- + n ir con n » o, ± 1 , ± 2 , ... t etc., para 

los cuales la función tangente no está definida. 

La función tangente es una función periódica con periodo tr dado 
que: 


tan (0 + it) - — Ben < g + . —- 3en 

C08 ( 0 + Tí) - COS 


*» tan 0 


Nótese además que para valores negativos de 0 se tiene: 


tan ( - 0 ) - 


eos ( - 0 ) 


“ - tan 0 


La función tangente es estrictamente creciente en el intervalo 



y en general en todos los Intervalos: 



0. * l. ± 2, etc. 


La función tangente es positiva y creciente para o < 0 < -y- y los 
valores de tan 0 van aumentando cuando 0 se aproxima a por 
la Izquierda, ya que san 0 <=» 1 y eos 0 » o y por lo tanto el co¬ 
ciente tiende a crecer. 
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Lo mismo ocurre cuando tan 0 toma valores grandes y negativos si 0 
se aproxima a - -y- por la derecha. La gráfica de tan 0 se mues¬ 
tra en la figura 1.40 



Figura 1.40 


Además de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente, se de 
finen las funciones secante, cosecante y cotangente como sigue: “ 



eos 0 _ 1 

sen 0 " tan 0 


Sus gráficas se ven en las figuras 1.41, 1.42 y 1.43 . 







Figura 1.42 


Figura 1.43 


1.4 OPERACIONES CON FUNCIONES 


1.4.I IGUALDAD 

Se dice que dos funciones f y g son Iguales si tienen la misma re¬ 
gla de correspondencia y están definidas en el mismo dominio con mapeo 
en el mismo contradomlnlo. 


1.4.2 ADICION 


Se define como suma de las funciones f y g a la función denotada con 
f + g con dominio d « D f n D g tal que: 


(f + g) (x) - f(x) + g(x) ; x e D 
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Esto es, el valor de f + g en x e d, es Igual a la suma de los va¬ 
lores de f y g en x e d. 

Ejemplo 1.44 
Sean las funciones: 

£ - ( ( 1, 3), (2. 5), (3, 7), (4, 11), (5, 13), (6, 17) ) 
g - { ( -2, -5), (0, 4), (2, 3), (4, 2), (6, l) ) 

evidentemente: 

D- « { 1 , 2, 3, 4, 5, 6 } y D - { -2, O, 2, 4, 6 } 

* 8 

luego: 

D - D f n D g - {2, 4, 6} 

entonces: 

f + g- {(2, 8), (4, 13), (6, 18)} 

Ejemplo 1.45 

Considérense las funciones dadas por:' 

f(x) » x 2 + 1 y g (x) - + /x - 3 

para las que: 

D f - R y Bg " C 3 - ® ) 

respectivamente. 

Luego: 

D . D £ n Dg - ¿3,oo ) 


por lo que: 

(f + g) (x) ■ x 2 + 1 + /x - 3 ; x e D 

1.4.3 SUSTRACCION 

Se llama diferencia de la función f menos la función g y se áenota por 
f - g a la función dada por: 

(f - g)(x) » f(x) - g(x); x e D « D f n D g 

donde D - Df « D g es el dominio de la función f - g. 

Ejemplo 1.46 

Dadas las funciones del ejemplo 1.44 se tendrá que: 

f- g - {(2, 2), (4, 9), (6, 16)) 

Ejemplo 1.47 

Si f y g son do.8 funciones dadas por: 

f(x) » 3x 2 + x y g(x) - x 2 + /x 3 

se tiene que: 

D f " 3R y Dg ™ C°. 00 ) 

entonces: D - D f n D g n y f - 8 estará dada por: 

(f - g) (x) - 2 x 2 + x - í x e D 
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1.4.4 MULTIPLICACION 

El producto de las funciones f y g es la func16n con dominio 
d - D f n Dg, denotada como fg y dada por: 

(fg) (*) ■ f(x) g(x) ¡ x € D 

Ejemplo 1.48 

To man do las funciones f y g del ejemplo 1.44, se tiene que: 

fg - <(2, 15), (4. 22), (6, 17)) 

Ejemplo 1.49 

Si f t y f £ son funciones tales que: 

fj(x) - + ✓ x - 1 y f 2 (x) - + / 9 - x : 

entonces: 

D f - E 1 *®) y D f - E-3» 3]] 

I 2 

de donde: 

D - D f nn - 33 

l 2 


finalmente: 


1.4.5 DIVISION 


Se llama cociente de la función f entre la función g a la función 

- tal que: 

8 



y la función será: 




De las definiciones de suma y producto de dos funciones se tiene que: 

La suma de n funciones reales de variable real: fi + f 2 +...+ f n es 
una función real. 

El producto de n funciones reales de variable real: fif 2 ... fn es 
una función real. 

Si se suma n veces una misma función f, se tiene: 

f + f + ... + f » nf } (n sumandos) 

SI se multiplica n veces por si misma la función f resulta: 

f • f • ... • f * f n ; (n factores) 

Desde luego si m y n son números naturales, entonces: 

f n f m - f n +m 

Definiendo f° - 1 y f~ n « en que n es natural, enton¬ 

ces, para todos los números enteros o y m se verificará que: 

f n f° - f n+m sobre Dfn n Dfta 


1.4.6 COMPOSICION 

Dadas las funciones f y g con dominios D f y D g respectivamen¬ 
te, se define como la composición de la función f con la función g 
a la función denotada por f o g tal que: 


[fo¿] (x) - f(g(x)) 
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f o g se lee f compo¿/xU6n g y se trata de la función cuyo dominio es, 
tá formado por todos los elementos x que pertenecen al dominio g, pa 
ra los cuales g(x) pertenece al dominio de f. 


Dfog" í*l x 6 D g» 8 GO € D f } 

SI g tiene dominio en el conjunto A y.rango en el conjunto B y f tles 
ne dominio en b y rango en c, entonces f o g tendrá su dominio en A 
y su rango en c. En la figura 1.44 se ve un diagrama esquemático de 
la función f cjompo^OUSn g. 



Figura 1.44 


El concepto de composición de funciones es de gran utilidad en el tr¿ 
tamlento de funciones que se presentan frecuentemente, las que pueden 
establecerse en base a otras funciones más simples, como se muestra en 
los siguientes ejemplos: 


Ejemplo 1.52 

La función definida por y - + /x 1 + 1 puede comprenderse pensan 
do que y ■ + ¿u y u ■ x* + 1 . 

Esto es, si: 

y - f(u) + / u y u - g(x) - x* + 1 

entonces: 


y - f(g<x)) - [f o 3 (x) 
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Ejemplo 1.55 


Sean las funciones dadas por: 


f - |(1. 3), (2, 4), (3, 5), (4. 6)} 


y g * {(0, -3). (3, 2), (4, 1) ) 


entonces: 

f og - | (3, 4), (4, 3) } 


y 

gof - ) (1, 2), (2 f 1)) 


Aquí se ve con claridad que: 


D fog ■ 1* I x€ D g *«<*> e D fl 
y D gof- I *1 x6D f* f(x> E »g) 


También es notorio aquí que fogifgof. Es decir que general 
mente la composición de funciones no es conmutativa. 

SI f y g son dos funciones reales de variable real, la gráfica de 
í og puede construirse partiendo de las gráficas de f y g con» se 1n 
dlca a continuación: 

Tómese un nCmero xeD». Trácese una recta paralela al eje de las orde 
nadas que pase por el punto (x, 0). Esta recta Intersecta a la gráfica 
de g en el punto (x, g(x)). La recta paralela al eje de las abscisas 
que pasa por el punto (x, g(x)) Intersecta a la recta y - x en el pun¬ 
to (g(x), g(x». SI x e D f entonces g(x) e D f y la recta paralela 
al eje de las ordenadas que p&a por el punto (g(x), g(x)) Intersectará 
a la gráfica de f en el punto (g(x), f(g(x))>. El punto (x, f(g(x)>) 
de fog correspondiente, es la Intersección de la recta paralela al eje 
de las abscisas que pasa por el punto (g(x), f(8(x))> y la recta parale 
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I%5) 606 ^ laS ort!enadas <,ue pasa por el punt0 (*» 0). (Véase figura 



La regla de correspondencia es og ] (x) » (x + 2) 2 y en 

la figura 1.46 se muestra la gráfica. 



PjU, g(x)), P 2 (g(x), g(x>), P 9 (g(x), f(g(x))) y P*(x, f(g(x))) 


Figura 1.45 


1.4.7 FUNCION PAR Y FUNCION NON 


Ejemplo 1.56 

Sean f(x) - x 2 y g(x) - x + 2. Trazar la gráfica de la función 
fo g. 


Definición: Sea una función f valuada en los reales y definida en 
uno o más intervalos de "x", y supóngase que siempre 
que "x" está en el dominio de f, también - x lo está. 


Entonces: 


Como: 

se tiene que: 


Df - D g - m 
Df © g - B 


1. Se dice que f es par si: f(~x) - f(x) para toda 
x en el dominio de f. 
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2. Se dice que f es non sis f(-x) - - f(x) para t£ 
da x en el dominio de f. 

Ejemplo I.$7 

Si: f(x) - x 2 

entonces: f(-x) « (-x) 2 - x 2 • f(x) 

Por lo que se trata de una función par. 

Ejemplo 1.58 

Si: f(x) - x* 

entonces: f(-x) ° (-x) 5 “ -x J - - f(x) 

Por lo tanto es una funci5n non. 

Ejemplo 1.59 

En forma general si: 

f(x) - x n n, entero 

Entonces la función f es par si n es par t y es non si n es 
non. Esto explica los nombres dados a las funciones. 


Cabe observar que la gráfica de una función par presenta simetría con 
respecto al eje de las ordenadas y en cambio la gráfica de una función 
non es simétrica con respecto al origen. 


Ejemplo 1.60 

Sea la función f(x) “ sen x: 


de donde: f(-x) » sen (-x) - - sen x 

y ademas: - f(x) “ - sen x 

por lo que f(- x) ■ - f(x) y la función es non, lo que se comprue¬ 
ba gráficamente, ya que la curva es simétrica con respecto al ori¬ 
gen. 

Ejemplo 1.61 
Sea f(x) - eos x: 

de donde: f(-x) ■ eos (-x) » eos x 

y además: f(x) - eos x 

por lo que f(- x) » f(x) y la función es par; gráficamente se ve 
que es simétrica con respecto al eje Y. 

Estos tipos de funciones cumplen estas propiedades: 

(Par)(Par) » Par 
(Non)(Non) ■ Par 
(Non)(Par) « (Par)(Non) ® Non 


1.4.8 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES INVECTIVA, SUPRAYECTIVA Y BIYECTIVA 

uno - uno.- Sea la tema {a, b, f); como ya se vio representa una fun 
clón de acuerdo a la siguiente notación:* 
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en donde £ representa la regla de correspondencia, A el dominio y b el 
codomlnlo. 

Una función es uno a uno o Ájiyzctója y se denota l - 1 si suce¬ 
de que a elementos distintos de A les corresponden distintos elemen 
tos de B, y reciprocamente, distintos elementos de B están asocia¬ 
dos a distintos elementos de A. 




Ejemplo 1.62 

La función £(x) » 2x ea una función 1 - 1, ya que si se defi 
ne de los reales a los reales se cendró que a diferentes elemen¬ 
tos del dominio les corresponden diferentes elementos del codcmi- 
nio. 

Ejemplo 1.63 

Sea A el conjunto de mujeres que tienen hijos, B el conjunto 
de los hijos y f la función que asocia a cada mujer con su hijo 
primogónito. Se ve claramente que se trata de tina función 1-1 
o inyectiva. 


Ejemplo 1.64 

Sea f(x) - x 2 definida de los reales a los reales, es decir 
f: ® B; no se trata de una función 1 - 1 y para demostrarlo 
basta con dar un contra ejemplo. 

Para - i € R y leu se tiene que: 

- 1 4 1 y f(-l) - f(l> 

lo que contradice la definición de función inyectiva. Recordando 
que f(x) "X 2 es una parabola con vórtice en el origen y que se 
abre en el sentido positivo del eje Y, se observa que toda recta 
paralela al eje X corta a la gráfica en dos puntos lo que hace 
que la función no sea 1-1. (Vease la figura 1.47). 


Figura 1.47 

De aquí sale la siguiente aseveración: Una función es inyectiva si 
toda recta paralela al eje X corta a la gráfica de la función en un so 
lo punto. 


Ejemplo 1.65 

Si en la función del ejemplo anterior la definición es: 
f(x) - x 2 ; f: 1R + -► IR 

o bien: f: DT IR 

se tendrá entonces una función 1 - 1 y esto se aprecia claramente 
en la figura 1.48 (a) y (b). 
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f(x t ) « f(x 2 ) 




pero: 

fCxp - f(x a )=4> 


2 x - 1 


2 x. 


2 x 


2 x. 


que es una contradicción» ya que se había supuesto xj i xa. Por lo 
tanto la suposición es falsa y f(x) es inyectiva. 


sobre.- Una función f : a -► b es ¿obtie. oblen ¿uptou/eiiUva 
si sucede que todo elemento de B es Imagen de por lo menos un ele¬ 
mento del dominio A de la función. 


Ejemplo 1.66 

Una forma de ilustrar lo expresado es a través de los diagramas 
de Venn. (Ver figura 1.49 (a) y (b)). 


Definición: Sea f: A -► B. 

. Si-V-'beB 3 a e A tal que f (a) - b, entonces f es sobre. 



Figura 1.49 (a) 


Ejemplo 1.67 

Demostrar que la función f(x) ■ 2 
es inyectiva. 



- 1 con definición f: IR * 11 


Demostración: 

Se demuestra por reducción al absurdo. Supóngase que la función ¡ 
no es inyectiva» esto es, que dadas Xj, x a -e R con Xj 4 x 2 se 
tiene que: 


Ejemplo 1.68 

Sea f(x) - 3x + 1 definida como f: IR-*- R. En este caso se. ve que 
todo número real es imagen de algún otro número real bajo la fun¬ 
ción f. Por lo que se trata de una función sobre o suprayectiva. 


Ejemplo 1,69 


Sea f(x) - x 2 con f : R -►IR. 

Esta función'no es suprayectiva ya que todo real negativo no es 
imagen de ningún elemento del dominio. Esto se ve claramente en 
la gráfica de esta parábola; figura 1.47. 


Es evidente entonces que en ocasiones limitando el codomlnlo en ladefl. 
nlclón se puede lograr que la función sea suprayectiva.» Asi en el caso 
de la parábola, la función f(x) - x 2 serla- sobre si su definición fuera: 


f(x) «x 2 ; f: R ■* £o, oo ) l 



Ejemplo 1.70 


Aquí se presentan dos casos utilizando diagramas de Venn* Figura 
1.50(a) y <b). 



no es sobre sí es sobre 

Figura I.50(á) Figura 1.50(b) 


Ejemplo 1.71 

Demostrar que la función f(x) » 2x con f: IR -*■ R, es suprayecti- 
va. 

Demostración: 

Para todo valor del codoainio, es decir, ¥ y e IR existe x » ^ tal 
que: 1 

f(x) - 2 \ - y 

por lo que se trata de una función suprayectiva. 


biyectiva.- SI una función cumple con ser inyectlva y suprayectiva se 
dice entonces que se trata de una función biyectiva y la regla de co¬ 
rrespondencia es bluntvoca. 


Ejemplo 1.72 

La función f(x) » x 2 definida en f : TS& + 1R + es una fun 

ción inyectiva (para ello se limita el dominio) y suprayectiva 
(para ello se limita el codominio). Por lo tanto se trata de una 
función biyectiva. 


Hay funciones que son: 


a) Ni 1 - 1, ni sobre. 
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b) 1 - 1, pero no sobre. 

c) No 1 - 1, pero sí sobre. 

d) 1-1 y sobre (biyectivas). 

Ejemplo 1.73 

Sean: A - { o, b, c } y B - { 1, 2, 3, 4 ) 

tales que: f(a) - 1 ; f(b) “ 1 ; f(c) ■ 2 

f: A *► B sí es función, pero no es 1 - 1 ni sobre. Con diagra¬ 
mas de Vbnn quedará como se ve en la figura 1.51. 



Figura 1.51 _ 

Ejemplo 1.74 

Sean: A - {a, b, c) y B - { 1, 2, 3, 4} 

tales que: g(a) - 3 ; g(b) - 4 ; g(c) - 2 

g: A B es una función 1 - l, pero no sobre. Con diagramas de 
Venn quedará como se ve en la figura 1.52. 



Figura 1.52 


Ejemplo 1.75 


1.4.9 FUNCION INVERSA 


Sean: 


A - { o, b, c, d, } y 


B »{ 1, 2, 3 } 


tales que:. 


f(a) - 1 i 


f(b) = 1 ; £(c) o 2 ; f(d) - 3 


f: A -*■ B es una función sobre, pero no 1 - 1. Con diagramas de 
Venn quedara según se ve en la figura 1.53. 



Figura 1.53 


Ejemplo 1.76 

Sean: A “ {a, b, c } y B - { 1, 2, 3 } 

tales que: f(a) - 3 ; f(b) - 1 ; f(c) - 2 

f: A -*■ B es una función 1 - 1 y sobre por lo que se trata de 
una función biyectiva. Con diagramas de Venn quedará como en la 
figura 1.54. 



SI f es una función inyectiva, entonces la Inversa de f es la fun 
clón f definida por la siguiente condición: 

(x, y) t f -1 si y sólo si (y, x) € f 

Esto es, la Inversa de una función Inyectiva f es la función f" 1 ob 
tenida al Intercambiar las componentes de cada una de las parejas orde¬ 
nadas que constituyen a la función f. 


Debe aclararse que en este concepto, en la no.taclón r 1 , el frfdlce 
-i no tiene el significado dado en álgebra como exponente. 


Ejemplo I. 77 
Sea: 

£ - «0,1), (1, 3), (2, 5), (3, 7) ) 


Evidentemente f es una función inyectiva, dado que no se repite 
el segundo elemento en dos parejas distintas. 

La función inversa de f es: 

f- 1 - «1, 0), (3, 1), (5, 2), <7, 3) } 


De la definición de función Inversa se deduce con facilidad que si f -1 
es la Inversa de f, el dominio de f es el recorrido de f y el reco¬ 
rrido de f es el dominio de f 

Es Importante destacar como condición necesaria para que una función 
f tenga función Inversa f el ser Inyectiva o uno a uno. 

En efecto si una función no es uno a uno, es decir, si una función F 
es una relación univoca o uniforme, se presentarán parejas distintas 
(x, y) e f con el mismo segundo elemento y, mismas que al Intercambiar 
sus elementos darán lugar a parejas distintas ahora con el mismo pri¬ 
mer elemento. Estas últimas parejas no pueden pertenecer a una fun¬ 
ción f" 1 


Ejemplo 1.78 

Sea la función f dada por f(x) ■ 3x - 3 y cuyo dominio ea 
D f - { 2, 3, 4. 5 ) . 

Se trata de obtener la función inversa de f ai Sata ea inyectiva;. 
hallar dominio y recorrido de f” 1 y laa gráficas de azabaa funcio¬ 
nes tratadas en un mismo sistema de referencia. 
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Se puede ver claramente que f es inyectiva. El recorrido de f 
es: 

Rf - { 3, 6, 9, 12} 

Describiendo f por extensión se cieñe: 

f - {(2. 3), (3, 6). (4, 9). (5, 12) | 

luego: 

£'* ■ i (3, 2). (6, 3), (9, 4), (12, 5){ 

EX dominio de f~‘ ea D f -i { 3, 6, 9, 12 ) - R f y el recorri 
do de f“» es R £ -» ■ í 2, 3, 4, 5, } ■ D f . 

Las gráficas de f y f“ l se van en la figura 1.55. 



Figura 1.55 


Puede observarse en la figura anterior que las gráficas de f y f" son 
simétricas respecto a la gráfica de la función Identidad i o sea la rec 
ta y - x. Esto se confirmará más adelante. 

Dada una_func1ón f - {<x, y) | y » f(x), x e D f ) si es inyectiva, su 
Inversa f -1 puede obtenerse Intercambiando los papeles que desempeñan 
la variable Independiente y la variable dependiente. 


Esto es: 

f“ l - {<x, y) í x - f(y) i y e D f - Rf-»} 

Nótese cómo en esta última expresión, la ecuación x » f(y) establece 
que y es función Implícita de x. 

Ejemplo 1.79 
Sea la función: 

f - {(*. y) I y - 2* + 3 ¡ * 6 C-2. } 

Se trata de investigar si f es inyectiva, y en caso afirmativo, 
hallar su función inversa, trazar las gráficas de ambas funciones 
y observar que estas son simétricas respecto a la recta y ** x. 

En efecto y - 2 x + 3 es la regla de correspondencia de una fun 
ción uno a uno, ya que a cada valor de x le corresponde un solo 
valor de y. 

Esto también puede constatarse viendo que se trata de una función 
que solamente crece dado que ai X 2 > xi entonces yz > yi. 

Así que f tiene como función inversa: 

f" 1 - { (x , y) | x - 2y + 3 ; y e [“2, 2 ]| 

puede escribirse: 

f“* - {<x, y) | y - , x e [- t , 7] } 

y 

D f - Rf-» - H " 2 * 2 ü y R f ° D f _i “ H ‘ 1 • 7 H 


x _ 3 

Las gráficas de y - 2x + 3, x € 2 , 2^ y de y ° ^ » 
x e l , 7^ se ven en la figura 1.56, donde es obvia la sime 
tría de ellas respecto a la recta y ° x. 
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Figura 1.56 

Uno Interesante propiedad de las funciones Inversas se da en el si¬ 
guiente teorema: 



Demostración: 

1. Sea: a e R f 


luego: 


a € D.f“ l 


entonces: 

r l (a) - b 

donde: 

(a, b) e f“ l 

lo que Implica: 

(b, a) € f 

esto es: 

f(b) - a 

por lo tanto como: a e R f 

se tiene: 

£f o f” 1 ]] (a) *» f(b) - a 

y si: 

X € Rf 

entonces: 

£f o f” 1 31 (*> ° * : x e D f“ 1 


Intentando Ilustrar la demostración anterior de la parte (1) del teo 
rema, se presenta el esquema de la figura 1.57. 


fof 



Figura 1.57 
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•y 


Sea: 

a e 

f _1 (x) - -y- X - ~' 

entonces: 

f(a) - b 

D f -i - C” * * O 

donde: 

(a, b) e f 

V 1 - C-2. *3 

luego: 

(b, a) e 

Se tiene: 

Ifof'lOc) -£(£"* (x>) - 2({x-f) +3 • x 

o sea que: 

r 1 (b) - a 

para 

x e C~ 7 » 0 

por lo tanto si: a c D f 

QT'o g <x) - £•' (f(x)) -i(2*+3)--|-x 

para x e £- 2, 2 ^ 

entonces: 

£r l o O (a) “ f(b) - a 

Estas conclusiones pueden verificarse gráficamente en la figura 
I.S6 interpretando la composición de las funciones como se vio 
en el inciso 1.4.6. 

y si: 

x e Df 


se tendrá: 

[r 1 o f] (x) - x : x e Rf” 1 

Ejemplo 1.81 


Ejemplo 1.80 

Aplicar el teorema anterior a las funciones del ejemplo 1.79- 
Las reglas de correspondencia son: 

f(x) - 2x + 3 
D f = 1-2, 2] 

-T-l. 7 3 


Sea la funcián: 

y) | y - + /x - 2 x € ^2, 6) } 


Hacer ver que es inyectiva, hallar su funci6n inversa» trazar 
las gráficas de ambas funciones. Verificar que fCf* 1 (x)) ■ x pji 
ra x € Rf; que f“ l (f(x)) - x para x g Df como se visualiza en 
las gráficas. 

A cada valor de x en el intervalo [2, 6) corresponde un solo 
valor de M y”» así que f es una función, inyectiva y por lo tanto 
tiene función inversa. 

El recorrido de f es Rf a ¡0, 

La funciSn inversa de f es: 


2) ya que f(2) ’■ 0 y f(6) - 2, 
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f’* - í(x, y) | x - + /y - ¿, y * [2, 6)} 

O bien: 

f” 1 - «x, y) | y - x‘ + 2; x e [p, 2)}, D f -i - ]0, 2) 

R f -» - B. 6) 



f(f” l (x)) » + /(x 2 + 2) - 2 « + Sx 7 ■ x para x e [Ó, 2) 
r'ífCx)) » (+ JZTl )* + 2«x-2 + 2»x para x e [2, 6) 

Ejemplo 1.82 

Si f es la funciSn dada por f(x) » 2 + 2x - x 2 

Siendo D f - £- 1 , 3^» trazar su gráfica y si no es inyectiva, 

descomponer su dominio de modo que resulte inyectiva en cada in¬ 
tervalo de la descomposicián del dominio. Hallar la función in¬ 
versa correspondiente a cada parte inyectiva de la funcián dada y 
trazar la gráfica de la inversa. 



Reduciendo la ecuacián y-2 + 2x -x J ala forma or dina ria 
de la ecuacián de la parábola se tiene: 

y " - (x 1 - 2x + 1) ♦ 2 + 1 
(x - l) 1 - - (y - 3) 

La gráfica de 1a funciSn es el arco de la parábola de vártice 

V(l, 3) y parámetro p --comprendido entre los puntos 

(-1,-1) y (3,-1). (Váase figura 1.59). 

Evidentemente la función no es uno a uno en el intervalo 1 t 3^J, 
Sin embargo, si dicho intervalo se descompone en loa intervalos 
C-l. l] y ( 1 i 3], la funcián en estos intervalos es creciente 
y decreciente respectivamente por lo cual, considerada separadamen 
te en £- 1 , l]] y ( 1, 3^] resulta uno a uno. 
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CAPITUU3 II LIMITES 


INTRODUCCION 


El concepto de límite de una función es una de las Ideas fundamentales 
que distingue al cálculo de otras ramas de las matemáticas, como el ál_ 
gebra o la geometría. El estudiante debe estar consciente que la no¬ 
ción de límite no es fácilmente entendlble, por lo que se hace necesa¬ 
rio estudiar su definición varias veces y con varios enfoques, antes 
de que su significado resulte claro. Sin embargo es fácil desarrollar 
una Idea Intuitiva del límite, por lo que al principio la discusión no 
será tan rigurosa. Más adelante se verá la descripción matemática pre. 
clsa del límite y después se tratarán conceptos y teoremas pertenecíen 
tes al estudio de límites y continuidad de funciones. 

Teniendo presente lo visto en el tema anterior, se hace notar que en 
el cálculo y sus aplicaciones con frecuencia Interesan los valores f(x) 
de una cierta función f cuando x está muy cercana a un número "a", pe 
ro no necesariamente Igual a "a n . En muchas ocasiones el número V 
no se encuentra en el dominio de f, es decir que f(a) no está defini¬ 
da. Entonces cabe hacer la siguiente pregunta: ¿Así como x se va 
acercando más y más a V* (pero x i a), de la misma manera se Iráacer 
cando f(x) a algún valor l? SI la respuesta es afirmativa, se dice 
que el límite de f(x) cuando x se aproxima a V', es Igual a l y sede 
nota como: 

lim f(x) *» L 
x -*• a 


Antes de darle rigor a esta Idea intuitiva del límite, es necesario 
entender qué es un entorno y cómo se interpreta el límite de una vaHa 
ble, aspectos que se tratarán a continuación. 


11.1 DEFINICION DE LIMITE 

11.1.1 ENTORNOS 

Definición: Se llama entorno o vecindad de un punto "a" en B, al 
intervalo abierto (a-6, a+6) ■ {x|a-6 <x < a+6}, en 
donde 6 es la semiamplitud o radio del intervalo. 


Esto se Ilustra en la figura II.1. 



i-u—.-i 


Figura II.1 

Tal entorno del punto a y radio ó suele también Indicarse como: 

|x - a| < 6 , 

o bien: 


Q (a, ó) 







basta con tomar a: 
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Obsérvese que x no llegara a tomar el valor de 2, sin embargo, 
su valor puede estar tan cercano a 2 como se desee. 

Ejemplo II.2 

Sea un círculo fijo cuya area constante es "a" (ver figura 11.2). 
Considérese inscrito en el círculo un polígono regular cuyo número 
de lados va en aumento; obviamente, el area "v" del polígono es ya 
riable y al crecer, con el aumento del número de sus lados, su va¬ 
lor se acerca al número "a", sin llegar a ser v = a, es decir: 

v -► - o bien: lim v = a 



Figura II.2 
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Para expresar la condición en que se basa eate hecho, se puede e£ 
cribir v - a ** 0, o bien | v - a| <6 , siendo ó un numero po¬ 
sitivo tan pequeño como se quiera. Es necesario tomar el valor ab 
soluto de la diferencia v - a , cuando se compara esta con el va¬ 
lor de Ó, porque en el presente caso se tiene siempre v - a < 0 , 
y si no se considerara valor absoluto no tendría ningún objeto la 
comparación de un nómero negativo v - a con cualquier numero po 
sitivo 6, ya que realmente el interes está en la comparación en¬ 
tre la magnitud de estas dos cantidades. 

En general tomando |v - a| en cualquier caso, si |v - aj < 6 , 
para todo ó > 0; por pequeño que este sea, se tendrá: 


v a 

o bien: 

lim v « a 



A continuación se presentará el concepto de limite en un punto de una 
función real de variable real. Antes de exponer la definición formal 
se hará una Introducción del concepto para lograr un mejor entendimien¬ 
to. 


II.1.3 NOCION DE LIMITE DE UNA FUNCION 


Supóngase que un físico desea obtener una cierta medida cuando la pre 
slón del aire es cero. Como resulta Imposible lograr un yació perfec 
to en el laboratorio, una manera de atacar el problema es obtener medí 
clones para presiones pequeñas. SI cuando la presión se aproxima a ce 


ro, la medición correspondiente se aproxima a un número L, se puede de¬ 
cir que la presión en el vacio es también L. Además, si para una pre¬ 
sión de x gr/cm 2 , la medición está dada por f(x), donde f es una fun¬ 
ción, entonces este resultado experimental puede ser expresado como: 


lim f(x) “ L 
x 0 


Nótese que para este experimento la presión x nunca es Igual a cero, 
sin embargo, modernos equipos de vacio pueden lograr presiones cerca¬ 
nas a cero. 

Otra ilustración podrá ser la famosa paradoja de Zenón. Este persona¬ 
je griego quiso Ir de la ciudad A a la ciudad b y se dijo que cada 
día caminaría la mitad de lo que le faltaba. Ver figura II.3. 



El primer día caminó el segundo ^, el tercero el cuarto , y asi 

sucesivamente. SI se suman las cantidades, se tiene que hasta el cuarto 
día habla caminado 0.5 + 0.25 + 0.125 + 0.0625 « 0.9375. Si se continua 
ra la suma se vería que se aproxima a 1, aunque nunca toma este valor, 
sin embargo, si se toma un número de sumandos suficientemente grande, la 
diferencia entre 1 y la suma puede hacerse tan pequeña como se quiera. 

Por lo tanto, si s es la suma y n el número de sumandos, se puede escri¬ 
bir: 

lim S ° 1 

n -*• oo 


Considérese ahora la función dada por: 


y - f(x )b -2x 2 + 8x -4 
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y concéntrese la atención en una vecindad del valor x - 3. 

Será necesario considerar los valores que toma la función cuando x t£ 
ma valores en diversos entornos del punto x *» 3. 


Para ello selecciónese el entorno Q(3, i), es decir, 2 < x < 4. La 
gráfica de la función en este entorno, muestra que para x - 2 setle 
ne f(2) - 4 y para x » 4, f<4) - - 4 . (Véase figura II.4). 



Figura II.4 


En otras palabras, la gráfica de la función se encuentra en el rectán¬ 
gulo limitado por las rectas x » 2, x - 4, y « 4, y ** -4 . 

El siguiente paso es seleccionar un entorno de x - 3 con menor ampli¬ 
tud, por ejemplo: Q(3, 0.5), es decir, 2.5 < x < 3.5. Considérese la 
gráfica en este entorno. Véase figura II.5. 



Figura II.5 


La gráfica se encuentra ahora en el rectángulo limitado por las rectas 
x - 2.5, x - 3.5, y - - 0.5 y « 3.5. Continuando de esta manera, tficne 
se un entorno aún menor, sea éste Q(3, 0.1), o sea 2.9 < x < 3.1; la 
gráfica se encuentra ahora en el rectángulo formado por las rectas 
x - 2.9, X - 3.1, y - 2.38, y - 1.58, como se muestra ampllflcadaroente 
en la figura II.6. 
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x = 2.9 x-3 x = 3 1 



8 = 0.1 


Figura II.6 


El aspecto principal a recalcar es la altura de estos rectángulos; a 
medida que el ancho de éstos disminuye, la altura también se reduce. 

SI ahora se toma el entorno Q (3,0.01), o sea, 2.99 < x < 3.01, el 
rectángulo que contiene la gráfica de la función está limitado por las 
rectas x » 2.99, x - 3.01, y » 1.96, y ■ 2.04. 


Oe lo anterior se deduce que conforme las rectas x » cte se aproxi¬ 
man al valor x - 3, las rectas y » cte se acercan al valor y » 2. 
Cabe preguntarse cuál es el objeto de toda esta complicación, pues por 
sustitución directa se podría obtener y = 2 cuando x - 3. Obsérvese 
cómo en toda la discusión no se ha utilizado este hecho; mas aun, se ha 
evitado toda consideración de lo que sucede cuando x « 3. 


Asi, interesa solamente él comportamiento de y cuando x está en algún 
intervalo alrededor del valor tres. 

En todos los casos tratados hasta ahora, se distingue el comportamien¬ 
to de la función en un punto, por ejemplo x » a, y para una sucesión 
de entornos cada vez más pequeños de ese punto. Sin embargo, ocurre un 
cambio sorprendente cuando se estudian funciones cuyo comportamiento no 
puede determinarse por sustitución directa, por ejemplo la función: 


está definida para todo valor de x, excepto para x ■> 0; la sustitución 
directa en x ° O darla: 

y - f(0) - -2- 


No obstante, como se verá más adelante, si se estudia una sucesión de 
Intervalos en torno a x » 0, siendo éstos cada vez más pequeños, se 
puede observar cómo la altura de los rectángulos que contienen a la fun 
clón, disminuye cada vez más en torno a un valor particular de y. No 
se habla del valor de la función cuando x » 0, sino cuando x se aproxi_ 
ma a cero. 

Volviendo al ejemplo de la función f(x) = - 2x 2 + 8x - 4, se observa 
que cuando x se aproxima al valor 3, f(x) se aproxima o tiende al va¬ 
lor 2. Se dice entonces que f(x) tiende a 2 cuando x tiende a 3, pro 
posición que se abrevia como: 


Un f(x) » 2 
x+ 3 


Si una función está definida para valores de x en torno a un número 
fijo a, y si al tender x al número a, los valores de f(x) se hacen ca¬ 
da vez más cercanos a un número específico L, se puede escribir: 


... ( 1 ) 


lo cual se lee el límite de f(x) cuando x tiende a a es L. 


Geométricamente esto significa que la sucesión de rectángulos alrede¬ 
dor de a , cuyos anchos son cada vez más pequeños, tienen alturas ca 
da vez menores y se acumulan en tomo al punto (a, L). 
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Todas las proposiciones anteriores que contienen expresiones como nde> 
cercano, m&M pequeño, etc., son bastante imprecisas y sólo pretenden 
dar una Idea Intuitiva de lo que ocurre. 

Considérese ahora la siguiente función: 


y - £(x) 


x - 2 
2|x- 2\ 


determinada para todo valor de x, excepto x = 2, ya que para este va¬ 
lor la sustitución directa da: 


y 


_o 

o 


La gráfica de la función es muy simple y se muestra en la figura II.7. 




En la figura II.8, se observa que no importa qué tan angosto se haga el 
entorno de x » 2, la altura del rectángulo será siempre igual a l; esto 
es, no hay límite cuando x tiende a 2 y se dice que: 


• x ** 2 

lira -a- ■ ■■ -No existe 

x+2 4 l x “ 


Se estudiarán a continuación diversos ejemplos de funciones, con el oj> 
jeto de determinar lo que sucede en la vecindad de un valor particular 
de x, cuando la función no queda definida mediante la sustitución di¬ 
recta de ese valor. 


Si x > 2, entonces |x-2| - x - 2 y la función toma el valor + 0.5; 
si x < 2, |x - 2|» - (x - 2) y la función vale - 0.5. Se quiere es¬ 
tudiar el comportamiento de la función cuando x tiende a 2. Seleccio¬ 
nando un entorno para x » 2, por ejemplo q(2, 0.6), o sea 1.4 <x< 2.6, 
se ve que la función esta contenida en el rectángulo limitado por las 
rectas x - 1.4, x » 2.6, y = 0.5, y = - 0.5. (Véase figura II.8). 


Ejemplo 11.3 


2 x^ —x —3 

La función f(x) -- x + l - está definida para todo valor 

de x, excepto para x «* -1, puesto que para este valor, tanto el 
numerador como el denominador se anulan. ¿Existe lim f(x) ? 


x+ -1 
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Solución 

Para cenar una idea de lo que sucede, se elabora una cabla de va 
lores y al cruzar la gráfica se obciene una línea reces con un 
agujero en el punco (-1, -5). (Ver figura ti.9). 



Figura II.9 


Con una discusión geométrica sobre los rectángulos como la reali¬ 
zada con la función f(x) = -2 x 2 + 8x -4, se concluye para esce ca 
so qué: 

lim f(x) - -5 
x + -í 


Sin embargo, es necesario disponer de un mecodo mas sist emá tico, 
sin necesidad de recurrir a representaciones gráficas y considera 
ciones intuitivas. 


Por ejemplo, se puede factorizar el numerador y la función se e£ 
cribe como: 


f(x) 



Ahora, si: 


x 4 - 1 


se puede simplificar, quedando: 


f(x) - 2x - 3, si: x 4 - 1 


Esta función tiende a (-5) cuando x tiende a (-1), porque ahora 
se puede efectuar la sustitución directa. Por lo tanto se conclu 
ye que: 

lim f(x) ° -5 
x + -l 


Obsérvese que en ningún momento se sustituye el valor x ° -l en 
la expresiSn original. 

Ejemplo II.4 

Encontrar el límite de la función: 


f(x) 


x -A 

3(*£ -2) * 


x 4 4, x > O 


cuando x tiende a 4. 


Solución 

En este caso tampoco se puede efectuar la sustitución directa, 
puesto que f(4) » —— , lo cual carece de sentido. Se podría 

proceder en forma gráfica al igual que en el ejemplo anterior, 
sin embargo, es posible hacer una transformación algebraica. 

En efecto, si se racionaliza el denominador multiplicando y di 

vidiendo la fracción por /x +2, para x i 4, se tiene: 


x -4 # /¡T + 2 

3(/T -2) /x + 2 


y simplificando se tiene: 


f(x) 


¿T + 2 

3 


í si x i 4 




El límite de esta expresión puede encontrarse sustituyendo dire¿ 
tásente x - 4 

lio f(x) - lis + 2 . & + 2 . Jt- 

x+4 x + 4 3 3 3 

Ejemplo II.5 

Encontrar el límite de la función: 

f (*) - — | V ! X * - 1 , x > - 2 

cuando x tiende a -1. 

Solución 

Como la sustitución directa da una indeterminación del tipo , 

se efectúa la racionalización del numerador. Así, multiplicando nu 

aerador y denominador por ( ✓ 2 + x + l), resulta: 



x i - 1 


simplificando queda: 


f(x) - i i t -; para: x^-1, x > - 2 

/2 + x + 1 “ 
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así: 


II.1.4 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION 


lim 
h + 0 


f(4 + h) - f(4) 
h 


lim ‘ < 10 + h > 
h + 0 25 (5 + h) 2 


-10 

25 ? " 125 


Ejemplo II. 7 

Encontrar el lim f(x), donde f(x) “ --- 

x-3 Cx-3) 2 


Solución 


Dibujando la gráfica de esta función en un entorno de x ° 3, se 
ve cómo crece sin límite cuando x tiende a 3. (Ver figura II.10). 
De acuerdo con la noción de límite antea expuesta, si se toma un 
intervalo de valores de x en torno a 3 y se busca en qué rectán¬ 
gulo están contenidos los valores de la función, se observara cl¿ 
ramente la no existencia de tales rectángulos por pequeños que 
sean los intervalos escogidos alrededor de x ™ 3. En tal caso se 
dice que: 

lim f(x) No existe 

x + 3 



Anteriormente se presentó la noción de límite de una manera Informal, 
con expresiones tales como entonno* pequeño*, nómeAo* centono* a o&w*, 
caivUdide* acencándo*e a ceno, etc. Sin embargo, estas expresiones no 
matemáticas tienen diferentes significados para cada persona y no pue¬ 
den ser 1* base de una estructura matemática. Por lo tanto, a conti¬ 
nuación se establece la definición formal. 


Definición: Dados una función f, y los números "a" y "L", se dice 
que el límite de f(x) cuando x tiende a "a" es "L", 
si para todo número positivo e y tan pequeño como 
se desee, existe un número positivo ó tal que: 


|f(x) - L| < e , siempre que 0 < |x - a| < ó 


La proposición lim f(x) » L, es una notación abreviada para la definí. 

X a 

clon anterior. 

En otras palabras, la anterior definición establece que los valores de 
la función f(x) se aproximan a un límite l, a medida que x se aproxima 
a un número a, si el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y L, 
se puede hacer tan pequeño como se quiera, tomando x suficientemente cejr 
cana a a, pero no Igual a a. 

Es importante darse cuenta de que en esta definición nada se menciona 
del valor de la función cuando x » a, esto es, no es necesaria la def1_ 
nición de la función para x » a como condición para que el lim f(x) 

x ■+■ a 

exista. 

Ahora se entrará en detalles acerca de esta definición y paralelamen¬ 
te se Ilustrará la representación geométrica del concepto. 


II.1.5 INTERPRETACION GEOMETRICA 


Recuérdese que |x-a| <6 es equivalente a la doble desigualdad: 


Figura II.10 


ó < x < a + ó 
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Esta doble desigualdad expresa cdmo debe estar contenida x en un 
entorno Q* (a, 6). 

La parte de la desigualdad expresada por o <|x-a| significa slmplemen. 
te que x no puede tomar el valor a , es decir, se trata de un entor^ 
no reducido del punto a , ya que este valor se excluye de* §1. 

La desigualdad |f(x)-L| < e equivalente a L-e < f(x) < L + e, exprje 
sa que la función f está por encima de la recta y » L - e y por debajo 
de la recta y » l + e. (Véase figura II. 11). 



La definición misma puede ser Interpretada como un criterio. Dado un 
número positivo arbitrarlo e, el criterio consiste en encontrar un n£ 
mero positivo ó tal que f(x) se encuentre entre L-e y L + e , 
siempre que x esté en el entorno reducido de a :■ a - ó < x< a + ó; 
x 4 a. Si se puede encontrar un ó tal para todo número positivo e, eji 
tonces se dice que f(x) tiene el limite L cuando x tiende a a. 


Obsérvese que el valor Ó puede ser diferente para distintos valores 
de e; además, el criterio debe ser aplicable a todo 6 > 0. 

La interpretación geométrica expresa cómo dado un e, debe ser posi¬ 
ble encontrar un ó tal que la función f se encuentre en el rectángulo 
limitado por las rectas x » a - 6, x » a + ó, y » l - e y y • i + e. 
(Vef figura 11.12). Nada se dice acerca del valor de f cuando x es 
a. 



Es conveniente adquirir cierta práctica para encontrar el ó que corres^ 
ponde a un e dado. Esto puede empezarse partiendo de algunos casos muy 
simples. 

Considérese un caso sencillo: sea f(x) « 3x - 2 y tómese a = 5. 

Obténgase el limite de la función en a = 5; para ello utilícese un en 
torno del punto a; sea éste Q(5, 1), o sea 4 < x < 6. ~ 

Ahora se formará una tabla con las siguientes columnas: 

1. Valor de x en estudio (a) 

2. Valor contenido en el entorno reducido de "a" (x) 

3. Valor absoluto de la diferencia x - a |x - a| 

4. Valor de la función en x f(x) 
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Tabla n.l 


Al observar las cuatro primeras columnas de la tabla, se ve c&no a me 
dida que el valor de Jx - a| tiende a cero, la func16n tiende al valor 
13, por esto se escribe: 


lia f(x) - 13 
x-* 5 


Aumentándole ahora a la tabla las columnas 5 y 6, o sea: 

5. El valor del limite de la funciSn (L) 

6. El valor absoluto de la diferencia f(x) - L |f(x) - l| 

Se observa que para cada valor |x-a| de la tabla, existe un valor 
|f(x) - l|, y ambos tienden a cero. 

Se requiere hacer ver cómo dado un e > 0, se puede encontrar un 
6 > 0 tal que: 

|3 x - 2 - 13| < e cuando |x - 5| < 6 

Como |3 x - 151 - [3 (x - 5)|, si se da un c, se toma simplemente 
6 - z !y* entonces si |x-5| < 6 - e / 3f se encuentra 3|x-5| < e, que 
equivale al resultado buscado, |3x-i5| < e. 


Ejemplo II.8 

Trazar la gráfica de f(x) " — ^ 2 , donde x i -2, y encontrar un 

6 tal que: 

|f(x) - -y | < 0.01 si Jx-7| < 6 

Solución 

La gráfica se muestra en la figura 11.13. Según la definición, se 
tiene que L « 1/3 y a» 7, por lo cual se debe encontrar un interva 
lo de x en torno de a = 7 tal que la gráfica de la funciSn se en¬ 
cuentre en un rectángulo adecuado. La función decrece monótonamen¬ 
te conforme se avanza hacia la derecha con valores de x y por lo 
tanto, al trazar rectas verticales en los puntos donde las rectas 
y ° 0.34, y = 0.32 cortan a la curva, se obtiene el mayor interva¬ 
lo posible en el eje X. La intersección de dichas rectas con la 
curva representativa de la función se encuentra resolviendo: 

x> + 2 " L +e » 0.343333 ...(a) 


-L -e -0.323333 ...(b) 


despejando x de (a): 

3 - 0.3433 (xi + 2) , xi " 6.7379 


despejando x de (b): 


3 - 0.3233 (x 2 + 2) , x 2 " 7.2784 


En la figura.II.13, se muestran estos valores a una escala muy aa 
plificada; puesto que la función decrece monótonamente hacia la de 
recha, un valor adecuado para 6 es 0.25, ya que si la función se “ 
encuentra en un rectángulo, con este valor también se encuentra en 
otro rectángulo de la misma altura pero más angosto. En otras pa¬ 
labras, se cumple: 




|f(x) - -jl < 0.01, cuando: 0 < |x — 71 < 0,25 



Figura 11.13 


Ejemplo II.9 

/2x~ — 2 

Si f(x) D % — 2 » a “ 2, e “ 0.01, x y 2 . Determinar 

un número 6 > 0, tal que se cumpla la definición de límite. Dibu¬ 
jar una gráfica aproximada. 

Solución 

La funciSn no está definida para x-2, pero para x ¿ 2, se tiene: 


V2yT + 2 ] 


(x-2) (✓ST + 2) 


(x-2) (^T+2) (x-2) {/2x+ 2) 


quedando: 

f(x) ■ ——— - ; para x i 2 

/2jT + 2 

entonces: 

lira f(x) - lira 2 1 

* + 2 1*2 4í+ 2 ’ 2 “ L 
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Esta funciSn está representada en la figura 11.14, en donde tam¬ 
bién se representan las rectas: 

y » L + e - 0.51 y y - L - e » 0.49 



Figura 11.14 

2 - » L + e “ 0.51 ... (a) 

¿ 2 ^ + 2 

-- — - “ L - e » 0.49 ... (b) 

^7 + 2 



Cono la función decrece monótonamente, un valor adecuado para 6 
es 0.15, ya que: 


1.846 < 1.850 


y 


2.166 > 2.15 
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Ejemplo II.10 

Demostrar por medio de la definición que : 


lim 

x- 1 


X 

X + 1 


± 

2 


Solución 

Se tiene, L = -j- y a *» 1. Debe demostrarse que para cada e > 0 
se puede encontrar un ó > 0, para el cual: 

< e cuando 0 < |x-l| < ó 


Para formarse una idea del aspecto de la función, se traza su grjí 
fica (ver figura 11.15), en la cual se observa como la función ere 
ce monótonamente. Esto se verifica escribiendo la identidad: 



Figura 11.15 
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SI bien la definición básica establece que debe encontrarse un 6 para 
todo e, en realidad se observa cómo una vez encontrado un ó para un e 
determinado, se puede emplear el mismo ó para todos los e mayores. Geo 
métricamente esto significa lo siguiente: Una vez que se sabe que la 
función se encuentra en un rectángulo, evidentemente estará contenida 
en todo rectángulo del mismo ancho pero de mayor altura. 


Para demostrar esta proposición se tomará como base la definición de 
limite establecida en el Inciso anterior: 

basta que exista un ó > 0, tal que para un e > 0 dado, se cumple: 
|f(x) - k| ° |k - k| » O < e. 


siempre que: 

0 < |x - a| < 6 

para cualquier número 6 > 0 seleccionado, siempre se tendrá: 
|f(x) - k| < e 

II.2 CALCULO DE LIMITES siendo e > 0 y tan pequeño como se quiera. 

II.2.1 LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE 

Por lo anterior se establece el siguiente teorema: 

Recuérdese que la función constante es aquella que no varía, o sea, 
conserva un mismo valor para cualquier valor de la variable Indepen¬ 
diente, es decir: 


f » {(x, f(x))| x € Dfj f(x) “ K) 


y cuya gráfica se muestra en la figura 11.16. 

YA 


o 



X 


TEOREMA II.1 LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE 
Hipótesis: 

f(x) es una función constante. 

Tesis: 

El limite de f(x) cuando x tiende a un número cualquiera, es Igual a 
la constante. 


Esto es: Si f(x) ** k, entonces lim f(x) “.lim k ® k 

x a x -*• a 


Figura 11.16 

De esta misma figura resulta obvio establecer la siguiente proposición 
para determinar su límite. 

lio f (x) - lim k ■ k 
x a x+ a 


11.2.2 LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD 

Siguiendo un proceso análogo al del punto anterior, recuérdese que la 
función Identidad es aquella cuyo valor equivale al que toma la varia¬ 
ble Independiente, es decir: 

f » {(x, f(x))| x e Dj, f(x) = x} 




La gráfica se muestra a continuación en la figura 11.17* 


Tesis: 



En la gráfica se puede observar cómo se cumple la siguiente Igualdad: 

lie f(x) " lio x * a 
x a x + a . 

Se comprobará la veracidad de esta Igualdad recurriendo a la definición 
de limite. Asi, se debe encontrar un número * > O para cada e > 0, tal 
que: 

|f(x) - a¡ < c, siempre que: O < |x - a| < Ó 


dado que f(x) ■ x, se tiene |x - a| < e ■ Ó 

Por lo anterior, para cualquier e > o dado, siempre existe un número 
6 - c > 0 que cumple con las condiciones establecidas, es decir: 

lio f(x) - lim x *» a 
x ■+■ a x a 


TEOREMA II.2 LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD 
Hipótesis: 

f(x) es la función identidad. 


El limite de f(x) cuando x tiende a cualquier número a, es Igual al nú¬ 
mero a. 


Esto es: SI f(x) - X, entonces litn f(x) - lim x - a 

x -*■ a x -*■ a 


II.2.3 TEOREMAS SOBRE LIMITES 


Anteriormente se estableció el concepto de límite de una función y se 
calcularon maláricamente algunos ejemplos de límites utilizando diver¬ 
sos artificios y manipulaciones algebraicas. El estudiante escéptico 
se dará cuenta de que cada una de ellas necesita justificarse, aun 
cuando parecen obvias. Por este motivo y para proporcionar un mayor 
vigor matemático, se expondrán a continuación los teoremas que sirven 
de base* para el cálculo de límites de funciones. 


TEOREMA II.3 UNICIDAD DE LOS LIMITES 
Hipótesis: 

Una función f(x) está definida en un entorno del punto x » a. 

Tesis: 

La función f(x) no puede tener dos límites distintos, cuando x tiende 
al valor a. 


Demostración: 

Supóngase que la función f(x) tiene dos límites diferentes cuando x 
se aproxima al número a, es decir: 

lim f(x) ■ Li; lim f(x) * L 2 y L* f L 2 
x ■* a x v a 


se demostrará cómo esta suposición lleva a una contradicción: 
Sea e «* .1 L| - ^ -— 1 ; por lo que e > 0 







65 


Por definición deberá existir un 6 tal que: 

|f(x) - Lt| < e si O < |x - a| < 6 i 

Jf(x) - La| < e si 0 < |x - a| < Ó 2 

Entonces se tiene: <5i <_ 6 2 ó ó 2 < 61 . Supóngase por conveniencia 
que ói < ó 2 , entonces: 

Li *• 1*2 “ l>i - f(x) + f(x) - L 2 

por lo tanto: 

|Li - l 2 | ■ |(i* - f(x)) + (f(x) - l 2 )| 
y por un teorema de valores absolutos: 

|Li - l 2 | < |li - f<x)| + |f(x) - l 2 | 

Dividiendo entre dos la expresión anterior: 



Ili - l 2 1 . 

iLi - f(x)1 . If(x) 


2 

2 

pero: 

1 f (x) - Li 1 

< e y |f(x) - L 2 | 

de modo que: 

|Li - Li! , 
2 

W-« 


Sin embargo se había definido e » ~ y se obtiene c < e, lo 

cual resulta absurdo y de esta manera la suposición • Li 4 Lz no puede 
sostenerse, quedando demostrado el teorema. 


TEOREMA II.4 
Hipótesis: 

Una función f(x) es positiva o nula en un entorno del punto a. 

Tesis: 

El límite de f(x) cuando x tiende al valor a, no puede ser negativo. 


Demostración: 

Sea la función f(x) tal que: f(x) > 0, si jx - a| <6 y sea N un núme¬ 
ro negativo tal que |n| = |p|, donde P es un número positivo, por lo 
tanto N » - P, o bien, - N = p. 

Así, f(x) - H > P ... (2) 

ya que: f(x) ^ 0 y - N > 0 

entonces: 

f(x) - N > 0, por lo cual, f(x) - n » |f(x) - n| ...(3) 

Si se supone que n es el límite de f(x) cuando x tiende al valor a te¬ 
niendo en cuenta las expresiones (2) y (3), y haciendo e - P > 0, se 
tiene: 

|f(x) - nJ j> P « e, cuando 0 < |x - a| < 6 

lo cual contradice la definición de límite, por lo que un número negati_ 
vo como N < 0 no puede ser el límite de f(x) cuando x + a si f(x) j> 0 
para |x - a[ < ó. 


TEOREMA II.5 
Hipótesis: 

Una función f(x) es negativa o nula en un entorno del punto x = a. 
Tesis: 

El limite de f(x) cuando x tiende al valor a no puede ser positivo. 

La demostración de este teorema resulta semejante a la del teorema an¬ 
terior, por lo que no se desarrolla aquí. 


TEOREMA II.6 
hipótesis: 

Dos funciones de x, (x) y f 2 (x) tienen los mismos valores para valo¬ 
res iguales de x en un entorno reducido del punto x = a y f 2 (x) tiene lí. 
mi te cuando x tiende al número a. 
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Tesis: 

La función f x (x) tiene limite cuando x tiende al número a y este límite 
es igual al limite de la función f 2 (x) en dicho punto. 


Esto es: Si f x (x) = £í(x)txeO< |x 

entonces existe: lim f x (x) - lira Í 2 (x) 
x -► a x *► a 


a * < ó, y si lim f 2 (x) » L, 


Demostración: 

Sean f x (x) y f 2 <x) dos funciones tales que fi (x) - f 2 (x) para todo va^ 
lor de x en el entorno 0 < |x - a| < 6 X ; además sea lim fi(x) » L x 

x -*■ a 


Por la definición de límite debe tenerse que: 

|fl(x) - Lt | < e Si 0 < |x - a| < 6 X 

Tomando un 6 menor que ój , se puede sustituir f x (x) por f 2 (x) en la uL 
tima expresión, para asi obtener: 

|f 2 (x) - L x | < e si 0< |x - a| < 6 

lo cual significa que lim f 2 <x) - L x - lim f x (x) 
x + a x a 


quedando demostrado el teorema. 


TEOREMA II.7 
Hipótesis: 

Para un entorno del punto a se tiene que f x (x) < f(x) < f 2 (x) y además 
f 1 (x) y f 2 (x) tienen limite cuando x tiende al valor a y sus limites son 
Iguales. 

Tesis: 

El limite cuando x tiende al número a de la función f(x) existe, y es 
Igual al limite de las funciones fj(x) y f 2 (x) en el punto considerado. 

Esto es: 

Si fi (x) < f(x) < f 2 (x), ■¥ x e 0 < |x - a| < ó 


y si: 


lim fi(x) » lim Í 2 (x) » L , 
x a x a 

entonces existe: 

lim f(x) » L 
x a 

Demostración: 

Por la definición de limite de una función, para un e > O, se debe Cira 
plir: 

|f x (x) - L| < e si 0 < |x - a| < 6 i 
lo cual es equivalente a: -e <(fi(x) - L) < e 
o bien: 

L - c < fi (x) < L + e. Si 0 < |x - a| < 6 | 

Por la definición de límite de f 2 (x) se tiene: 

Jf 2 (x) - L| < e Si 0 < |x - a| < «2 

o bien: 

- e < (f 2 (x) - L) < e, 
por lo cual: 

L - e < f 2 (x) < L + e. Si 0 < |x - a| < 6 2 
Tomando un 6 de tal manera que 6 < 6 X y 6 < 62 , se puede escribir: 

L - e < fj (x) < f(x) < Í 2 (x) < L + e. Si O < |-x - a| < 6 

y por lo anterior: L - e < f(x) < L + e, que se puede transformar en: 

|f(x) - lJ < e. Si O < |x - a[ < 6 

y esto significa: 

lim f(x) “ L 
x -► a 

quedando demostrado el teorema. 
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II .2.A TEOREMAS SOBRE OPERACIONES CON LIMITES 

TEOREMA II.8 LIMITE DE UNA SUMA ”” ~ 

Hipótesis: 

f(x) es la suma de un número finito de funciones de x que tienen limite 
cuando x tiende al número a. 

Tesis: 

f(x) tiene limite cuando x tiende al valor a, y dicho limite es Igual 
a la suna de los limites cuando x tiende al valor a de las funciones 


sumadas. 

Esto es: si f(x) - fi (x) + f 2 (x) +.+ f n (x) 

y S 1 ’: lím f! (x) - L, ; lim f 2 (x) - L 2 ; ... lim f n (x) - L. 

x **■ a x -*■ a x a 


Entonces: lin f(x) - lim [f, (x) + f 2 (x) +...+ f n (xf| - l, + L 2 +..+ 1 ^ 
x a x -*• a 

Demostración: 

Considérense solamente dos funciones: sean fi(x) y f 2 (x) tales que: 

lim fi (x) - I 4 y l£m f 2 (x) » L 2 
x -► a x **• a 

Se demostrara que: 

lim [fi (x) + f 2 (xQ » Li + L 2 
x -► a 

Usando la definición de límite, se debe demostrar que existe un 6 > 0 
tal que: 

|fl (x) + f 2 (x) - Li - L 2 | < c, SÍ 0 < |x - a| < ó 

Según la definición de límite para fi(x), tomando e /2 > 0 en lugar de 
e > o, se tiene: 

|fi Cx) - Li | < | , si 0 < (x - a| < Ó! 

y para f 2 (x): 

|f*(x) - L 2 | < J , si 0 < |x - a| < ó 2 

SI se considera un ó menor que ói y ó 2 , queda: 

I DlOO + fiMj-Eit + L 2 J I -1 £f l ( X ) - L^+CMx) - 1 2 J | 

< Ifi (x) - Li|+|f 2 (x) - L 2 | 


y |fi(x) - Li|+|f 2 (x) - l 2 | <| + f - e, 

cuando: O < |x - a| < 6 

lo cual Implica que: lim [f t (x) + f 2 (x$] - lim fi(x) + lim f 2 (x) 

x -»■ a x a x -► a 


TEOREMA II.9 LIMITE DE UN PRODUCTO 

Hipótesis: 

Una función f(x) es el producto de un número finito de funciones de x 
que tienen límite cuando x tiende al valor a. 

Tesis: 

El limite de f(x) cuando x tiende al número a existe y es Igual al 
producto de los limites en este punto, de las funciones que se multi¬ 
plican. 


Esto es: si f(x) - fi(x) • f 2 (x)' • .... • f n (x) 

y si: lim fi(x) ** Li ; lim f 2 (x) « L 2 ; .. ; lim f n (x) ■ Lq 
x-*-a x *► a x *♦■ a 

entonces: lim f(x) = lim [fi(x)-f 2 (x)‘....-f n (xQ - Li • l 2 • ...• 1^ 

x ■+ a x -► a 

Demostración: 

Considérense dos funciones, sean fi(x) y f 2 (x) tales que: 

lim fi(x) » Li y lim f 2 (x) - L 2 
x a x a 

se demostrará que: 

lim Qi(x) f 2 (xO - U • L 2 
x ♦ a 

considerando lq. Identidad: 

fi (x) # f 2 (x) - Li«L 2 » fi <x)*f 2 (x)-fi(x) # L 2 +fj(x)»L 2 -Li*L 2 - 
- fi(x) ]f 2 (x) - LO + L*[fi<x) r LO 
y por la teoría de los valores absolutos: 


i 
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lo cual Indica que: 


lio Bi <*> * f *< x 0 ■ L i * L 2» 
x-* a 


0 sea: lim [fi(x) • f 2 <x£] “ lia fi(x) • lia Í 2 (x) 

x -► a x a x -*■ a 


Con» un caso particular, el límite en un punto del producto de una consr 
tante por una función, es igual a la constante multiplicada por el límite, 
de la función en ese punto. Esto es: 

lim £k f(x>] » k lim f(x) 
x -► a x-*- a 


TEOREMA 11.10 LIMITE DE UN COCIENTE 
Hipótesis: 

f(x) es el cociente de dos funciones de x que tienen límite cuando x 
tiende al número a, y el límite del denominador no es cero. 

Tesis: 

El limite de f(x) cuando x tiende al número a, existe y es Igual al co 
cíente de los límites de dichas funciones en dicho punto. 


Esto es: sí £<*) - y f,(x) ‘ Ll! ^ f2<x) " l * * 0> 

C2\Xj X fl X ñ 


lim fi(x) 

entonces: “ U para U 4 0 

Demostración: 

fi (x) y f 2 (x) dos funciones tales que 

lim fi (x) » Li y lim f 2 (x) ■ L 2 4 0 
x ->■ a x -► a 


Sean: 




se demostrará que:- li® fi (x) o Li_ 
x ■+• a f 2 (x) L2 


Primero ha de verse que: ¿ 

x ** a 

según la definición de limite, para la función f 2 (x), tomandopor 
e, se tiene: 2 

|f2(x) - L 2 I < -~J-, cuando 0 < |x - a| < 6 


por otra parte: - [h(*)-Li]| 

Teniendo en cuenta un teorema de valores absolutos: 

1 ^ 2 ! < |f 2 <x)|+|f 2 (x) - l 2 |, y así: 

)LzI < IfjOOl +-^-. p° r ,0 tanto: 

< |fí(x)| si O < |x - a| < « 

ahora: 

I l Jj 0 I L2— f 2 (x) I o | L 2 —f 2 (x) | 

|f 2 (x) " L 2 | |L 2 f 2 (x) | |L 2 f 2 (x)| 

pero: 

|L 2 -f 2 (x)| » |f 2 (x) - L 2 | y |L 2 f 2 (x)| ■» |l 2 I I f 2 (x) ! 


entonces: 

|_1_L| e lf2Cx)-t 2 | 

|f2(x) La I |L 2 |Ifa(x)| 

y ahora sustituyendo: 

|f 2 (x)| por , 


se tiene. 
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1 

f 2 (x) 



y según la definición de limite, para f 2 (x) se puede hacer: 


-L 2 | < ^5^ ■ £ si 0 <|x - a| < ó 2 


esto es: 

|f¡TÍT ' ih I * e ai 0 < |x ‘ a| < 

que demuestra la primera parte propuesta. 

Ahora, si lira f^x) » , por el teorema II.9, se tiene: 

x **a 


lira fj(x) 
x -*■ a 


2 

f 2 (x) 


lira f j(x) 


, 1 Li 

e» L. — a — 

1 L, U 



TEOREMA II.11 LIMITE DE UNA RAIZ 


Hipótesis: 

n es un número entero positivo y el límite de una función f(x) cuando 
x tiende al valor a es positivo. 0 n es Impar positivo y el límite es 
negativo o cero. 
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Tesis: 

El limite de la raiz enésima de f(x) cuando x tiende al valor a es 1 
gual a la raíz enésima del limite de f(x) en ese punto. 


0 sea, si: 

lim f(x) = L 
x a 

entonces: 

lim Vfü) - n /lim f(x) « n i£ 
x-^a x-+-a 

La demostración de este teorema está fuera del alcance de estos apun¬ 
tes. 

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación de los teoremas anterio 
res. Para indicar el teorema que se está aplicando, se anotará la le¬ 
tra t, seguida del número del teorema. 


Ejemplo II. 11 

Encontrar el valor de: 

lim <x 2 + 2x - 1) 
x -*• 2 


Solución 

lim (x 2 + 2x - 1) - lim x 2 + lim 2x - lim 1 - ..(T.II.8) 
x -► 2 x + 2 x *► 2 x 2 

- (2) 2 + (2)(2) - 1 - 4 + 4 - 1 - 7 ..(T.II.l) y (T.II.9) 




...(T.II.10) 


...(T.II.8) 




Lo obtenido representa una Indeterminación, lo cual carece.de sentido; 
sin embargo, esto no significa que él limite buscado no exista. La fuji 
clon para la cual se trata de encontrar el limite para cuando x - 3, 
simplemente no está definida para ese valor de x, por lo tanto, para 
x 4 - 3 se puede utilizar la siguiente transformación algebraica, apoyán 
dose en el teorema II.6. 




Ejemplo II*13 


Encontrar: lia x 3 + 8 

x-*—2 x + 2 

Solución 

En este caso, al igual que en el ejemplo anterior, no es posible 
aplicar el teorema II.10 al cociente, ya que el denominador se a- 
nula cuando x 2. Sin embargo, factorizando el numerador se 
tiene: 


x 3 + 8 
x + 2 


[x + 2)(x* - 2x + 4] 
x + 2 


...(T.II.7) 


Este cociente es (x 2 - 2x + 4) si x i* - 2. Entonces la solución 
de este límite toma la siguiente forma: 


lim x 3 + 8 _ lim (x 2 - 2x + 4), si x 4 - 2 
x**-2 x + 2 x + -2 

a lim x^ - lio 2x + lim 4 
x**-2 x + -2 x-*--2 


« lim x • lim x - 2 lim x + lim 4 

x-*--2 x-*--2 x-*--2 x-*“-2 *.(T.II. 1) y (T.II.9) 


- (-2)J^2) - 2(-2) + 4 ..(T.II.2) 

*■» 

- 12 
luego: 

lim x 3 + 8 
x-*--2 x + 2 


II.3 CONTINUIDAD 

II.3.1 LIMITES LATERALES 


Al estudiar el concepto de límite de una función, se hizo especial 
mención del Interés por analizar los valores que puede tomar la varia 
ble Independiente x en un Intervalo abierto que contiene al valor aT 
pero no en a misma, esto es, en valores de x próximos a a, ya sean'tna 
yores o menores al valor a (es decir, en un entorno reducido de a). 
Sin embargo, supóngase por ejemplo la función: 
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Como f(x) no está definida para x < 3, la función no se define en cual 
quler Intervalo abierto que contenga a 3. De aquí se puede considerar! 

lim 5/x - 3 , no existe 
xt3 

Si n emba rgo, si x está restringida a valores mayores que 3, el valor 
de A - 3 se puede hacer tan cercano a cero como se quiera, tomando x 
suficientemente cercano a 3, pero mayor. 

En un caso como éste se aproxima x a 3 por la derecha, y entonces se 
considera el límite lateral por la derecha, el cual se define formal¬ 
mente a continuación. 

Límite lateral par la derecha.- Considérese una cierta función 
y » f(x). donde x está definida en el Intervalo abierto (a, a + h), 
donde h € sy h > 0, segOn se observa en la figura 11.18. 







Nótese cómo en (5) no hay barras de valor absoluto para x - a, ya que 
si x > a, x - a > 0. 


Se sigue de la expresión (4) para el ejemplo analizado: 

lita 5/x - 3 «* 0 
x-*- 3+ 


Si al considerar el límite de la función, la variable Independiente x 
está restringida a valores menores al valor a, se dice que x se aproxí 
ma a a por la izquierda, entonces el límite se llama límite lateral por 
la izquierda. 

Límite lateral por la Izquierda.- Considérese ahora la misma función 
y «• f(x), pero x está definida ahora en el intervalo (a - h, a), donde 
como antes, h e ir y h > 0, según se muestra en la figura 11.19. 



Se dice que el límite de f(x) cuando x se aproxima al valor a por la 
izquierda es l 2 , y se denota: 

lim f(x) = L 2 

* ** a" ... (6) 


si para cualquier e > o, existe un ó > o, tal que: 

|f(x) - L| < e, siempre que 0 < a - x < fi ... (7) 


Se puede ahora llamar al llu f(x) - L, límite bilateral o no dirigí, 
x •+- a 

do, para distinguirlo de los límites laterales. 


TEOREMA 11.12 


Hipótesis: 

£(x) tiene límite cuando x tiende al valor a y este límite es el núme¬ 
ro L. 

Tesis: 

Los límites cuando x tiende al número a por la Izquierda y por la dere 
cha, existen y ambos son iguales al número l. 


La demostración de este teorema es semejante a la de los anteriores es 
decir, se ha explicado. 


La Interpretación geométrica de lo anterior se muestra a continuación 
en las figuras II.20(a) y II.20(b), donde puede observarse que x puede 
tender al número a, bien sea por la Izquierda o bien por la derecha de 
a, teniéndose para ambos casos la posibilidad de que los límites sean 
diferentes (Li ¿ l 2 ). 



Figura 11.20 (a) 










a) Trazar la gráfica de h. 



i) La gráfica de la función se muestra en la figura 11.21. 
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Solución 

La gráfica de la función g, se muestra en la figura 11.22. 


Figura 11.22 



lim g(t) » lim (12 - t 2 ) ° 8 - Li 
t-*- 2+ tr»— 2+ 

lim g(t) = lim (4 + t 2 ) «* 8 » L 2 
t+- 2“ t+- 2" 

■ Por lo tanto, por el teorema 11.12, lim g(t) existe y es iguala 

8. t-*--2 

Nótese que g(-2) » 5, lo cual no afecta a lim g(t) » 8 

t-*--2 

Ejemplo 11.16 

Considérese la siguiente función definida por: 

r+2 -3 < r <_ 1 

f(r) - 

jr 2 - 3 1 < r <. 4 


Investigar si existe lim f(r) y trazar su gráfica, 
r -*■ 1 


Solución 


lim f(r) = lim (i r 2 - 3 
r -► 1 + r *► 1 + ' 2 > 


5 

2 


Li 


lim f(r) «* lim (r + 2) » 3 » L 2 
r -*■ 1“ r 1- 


Por lo tanto como Li 4 L?, lim f(r) no existe, como se muestra en 
r 1 


la figura 11.23. 



Figura 11.23 


Ejemplo 11.17 

Para la siguiente función dada por tres reglas de correspondencia, 
determinar sus límites laterales para los puntos x 0 -2 ' y x ■ 5. 
Hacer la gráfica de la función. 

x 2 + 3x + 2 para -4 < x < -2 

» - 3 para -2 < x 5 

2x - 13 para 5 < x < 10 


f(x) 
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Solución 

Para una mejor visualización del problema, se traza primeramente 
la gráfica, mostrada en la figura 11.24. 


Como l$ » L* - -3, el límite de la función existe y vale: 

lim f (x) * -3 
x 5 



Figura 11.24 


Investigando si se cumple el teorema 11.12: 
a) Si a - -2 

lim f(x) » lím (x 2 +3x+2)°4-6+2“0"Li 
x ■+• a“ x-*-- 2“ 

lim f(x) - lio (-3) » - 3 » L 2 
x -*■ a+ x - 2+ 

Como Li 4 L 2 , lim f(x) no existe 
x - 2 


II.3.2 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION fifi UN PUNTO 


La Idea intuitiva de continuidad sugiere que la trayectoria de la grá 
fica de la función no presente cortes, huecos o saltos bruscos en el 
punto estudiado. 

Para formalizar el concepto de continuidad conviene analizar los si¬ 
guientes casos para una determinada función. 

Primer Caso. 

Sea f una función cuya representación gráfica es la siguiente: 



b) Si a = 5 

lio f(x) » lim (-3) » - 3*1.» 
x a*" x ■+• 5* 

lio f(x) ■ 
x a + 


Se puede ver que en x » a no existe un valor funcional, provocando es, 
to que la función f sea discontinua en dicho punto. Lo cual se expre¬ 
sa: 


f(a) 

f(x) 


- lio <2x - 13) - 10 - 13 - - 3 * U 
x ♦ 5+ 


1uego: 


no existe 

no es continua en x » a 
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Segundo Caso. 

Sea f una función representada gráficamente en la figura 11.26. 



Figura 11.26 

Aquí se observa que sí existe un valor funcional para x - a. Sin em 
bargo se ve claramente un salto en ese valor. Recordando lo expresado 
en la teoría de límites, se concluye que el límite.cuando x tiende a 
a no existe, ya que los límites laterales en ese punto no son Iguales. 
Por lo que a pesar de tener la función un valor en x » a es dlsconti. 
nua en ese punto. Esto se puede expresar de la manera siguiente: 

f (a) existe 

lim f(x) no existe 

x a 


luego: 


f(x) 


no es continua en x = a 


Tercer Caso. 


Sea la función f cuya gráfica viene dada en la figura 11.27, 



figura 11.27 


Como se aprecia en la figura 11.27 y recordando lo expresado en lími¬ 
tes laterales*se tiene que la función y el límite en x » a existen y 
sus valores son f(a) y L respectivamente, A pesar de esto, se ve un 
hueco que manifiesta la discontinuidad, pero que invita a pensar en la 
Igualdad del valor funcional y del límite para condicionar la contlnul 
dad. 

Para este tercer caso las expresiones serán: 
f(a) existe 

lim f(x) existe 




luego: f(x) no es continua en x » a 


Los tres casos expuestos llevan a la definición siguiente, que resulta 
fundamental en el estudio de la continuidad de una función en un punto 
de su dominio. 






Definición: Sea una función f definida en un cierto dominio Df. 

Se dice que f es continua en x » a siendo que ae Df, 
si se cumplen las condiciones siguientes: 


f(a) 

exista 

lim f(x) 

exista 

x a 


f(a) « 

lim f(x) 


x •* a 



Figura 11.28 


Estas condiciones se pueden expresar simplemente en la tercera, es de¬ 
cir: 

f(a) * lim f(x) ... (8) 

x a 

ya que su presencia en la igualdad implica necesariamente su existencia. 

Basta con que una de las tres condiciones anteriores no se cumpla para 
que la función no sea continua en el valor a . La condición (8) es nece 
saria y suficiente para que la función y = f(x) sea continua en el pun¬ 
to a . 


Investigando paso a paso la condición de continuidad para x - - 2 
f(-2) "5 se satisface la primera condición. 

lim f(x) «* - 3 ae satisface la segunda condición, 
x-*- 2 

pero como: 

f(-2) 4 lim f(x) la tercera condición no se satisface, 
x -*--2 

Luego se concluye que f es discontinua cuando x ** - 2. 


Ejemplo 11.18 

Sea la función f definida con: 

x 2 + x 


f(x) 


x + 2 


Trazar su gráfica e investigar si es 
x - - 2. 


si x 4 - 2 
si x “ - 2 

continua en el punto donde 


Solución 

En la figura 11.28, se muestra la gráfica de la función, en la 
cual hay un salto en el punto x » - 2. 


Ejemplo 11.19 

Considérese la siguiente función: 

»<»> ‘ y ; x - 6 

Investigar si existe algún punto de discontinuidad para dicha fun 
ción. 

Solución 

En la figura 11.29 se muestra la gráfica de g. 
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Analizando la función g, se observa que no se encuentra definida 
para x » - 3, por tanto: 

g(x) - x Í 2 P ara x 4 - 3 


Ejemplo 11.20 



Sea la función h definida por: 



I 2x - 3 

si x < 2 

h(x) » 




1 -I’ 1 

si x > 2 


Trazar su gráfica e investigar si se cumple la condición de con¬ 
tinuidad en el punto x ■ 2 

Solución 

En la figura 11.30 se encuentra representada gráficamente la fun¬ 
ción h» donde se observa que en x =» 2, hay una interrupción» 



Figura 11.30 


Investigando paso a paso la condición de continuidad para x ■ 2, 
se tiene: 

f(2) - 2(2) -3-1, 


Esto se ve claramente como una interrupción en la gráfica de g 
cuando x ■ - 3, y así, al no existir f(-3), se concluye que la fun 
ción es discontinua para.x « - 3. 

Además, existe otro punto de discontinuidad, ya que cuando x ■ 2 
el denominador de la regla de correspondencia de la función se mvu 
la, no quedando definida para ese valor. Nuevamente se concluye 
que dicha función no es continua al no cumplirse la condición (1), 
o sea, al no existir f(2). Este ültiao caso, también se puede ve¬ 
rificar observando el comportamiento de g(x) en la figura 11.29» 


por lo que satisface la primera condición. 

lim h(x) « lim (2x -3) “4-3-1 
x. -*■ 2“ x 2r 

lim h(x) - lim (- § - l) - - 1 - 1 - - 2 
x -► 2 + x-*-2+-' 2 ' 

Ya que: 

lim h(x) i* lim h(x) 
x *► 2“ x 2+ 





se concluye que 


lira h(x) 
x 2 

no existe, por lo que la segunda condición de continuidad no se oa_ 
tisface y la función h es discontinua en x ■ 2 

Ejemplo 11.21 

Dada la siguiente función: 

3x + 7 si x £ 4 

f(x) - 

kx - 1 si x > 4 

Encontrar el valor de la constante k, de tal manera que la función 
sea continua en x ■ 4. 

Solución 

Para que f(x) sea continua en x ° 4, debe cumplirse: 

a) f (4) *» 3(4) + 7 = 19, por lo que se cumple la primera condi¬ 
ción. 

b) lim f(x) ■* lim (3x + 7) ** 12 + 7 “ 19 

x 4” x -► 4" 

lim f(x) ■ lio (kx - 1) ■ 4k - 1 

x -*■ 4 + x *► 4 + 

Para que se cumpla la segunda condición, debe tenerse que: 

lim f(x) ° lim f(x) , o sea: 

x ■+ 4" x -► 4+ 

4k - 1 “ 19, 

por lo tanto: 

k - 5 

así: 

lio f(x) » lim f(x) “ 19 lim f(x) ** 19 

x -*■ 4” x -*■ 4+ x -*■ 4 

c) lim f(x) - f (4) - 19 
x h. 4 


y f(x) es continua en x ° 4 


DISCONTINUIDAD REHOVIBLE 
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En los ejemplos anteriores se han analizado funciones que presentan dte 
continuidad para algGn punto. 

SI se analiza detenidamente cada caso, para ver la causa que origina 
la discontinuidad, se podrá observar cuándo.ésta es originada al no curo 
pllrse alguna de las tres condiciones de continuidad. Cuando la fun¬ 
ción es discontinua en x - a y f(a) no existe pero él límite 

lim f (x) 
x -► a 

sí existe; o bien, cuando f(a) y el límite existen pero no son Igua¬ 
les, entonces a la discontinuidad se le conoce como d¿&cant¿mUdad n e- 
movíblz, pues basta redeflnlr 


f(a) » lim f(x) 
x a 

para que la discontinuidad desaparezca. 

Pero se ha de recalcar que en esta forma se estaría definiendo una nue 
va ¿ unción , siendo la nueva ¿unción idéntica a la anterior, excepto erT 
el punto x “ a. 

En el caso en que la discontinuidad sea originada por la no existencia 
del 

lim f(x) 
x -*■ a 

entonces no es removióle, se llama discontinuidad esencial y no se po¬ 
drá eliminar de ninguna manera. 


Ej emplo II.22 
Sea la función: 

f(x) 


x 2 ± x - 2 
x + 2 

5 


si x 4 - 2 

si x = - 2 


estudiada en el ejemplo 11.18. Indicar si la discontinuidad en el 
punto en que x » - 2 es removible, y en caso afirmativo, removerla. 

Solución 

En el ejemplo 11.18, se pudo observar (figura 11.28), que la fun¬ 
ción f (x) presenta un salto para x - - 2. Asimismo, se pudo obsejr 
var que la función cumple para x ■ - 2, las dos primeras partes de 
la condición de continuidad, es decir: 
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II. 3. 3 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO 

Hasta ahora se ha tratado Únicamente la continuidad de una función en 
un punto, sin embargo es Indispensable establecer el concepto de conti¬ 
nuidad de una función en un Intervalo. 

SI se trata de un Intervalo abierto se tiene la siguiente: 


Definición: Se dice que una función f es continua en un interva 
lo abierto (a, b), si y sólo si es continua en todos 
los puntos del intervalo. 


Esto es, si se cumple la condición de continuidad en todo valor x tal 
que a < X < b. 

Para establecer la continuidad de una función en un Intervalo cerrado,, 
es necesario definir antes la continuidad por la derecha y por la Iz¬ 
quierda en un punto. 



Evidentemente, las definiciones anteriores no presentan ninguna nove¬ 
dad respecto al concepto de continuidad de una función en un punto. Unj[ 
camente se emplean limites laterales en lugar de limites comunes. 
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II.3.A TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS 


Las funciones continuas tienen un buen número de propiedades importan¬ 
tes, algunas de las cuales son consecuencia de las propiedades de los 
limites. Aplicando la definición de continuidad y los teoremas de ope¬ 
raciones con limites antes vistos, se tienen los siguientes teoremas 
sobre funciones continuas: 


TEOREMA 11.14 
Hipótesis: 

f es una función polincmlal. 

Tesis: 

f es continua en todo punto de su dominio. 


TEOREMA 11.13 
Hipótesis: 

f y g son dos funciones continuas en x ** a. 
Tesis: 


1. 

f + 

g 

es continua en 

X “ 

- 

2. 

f - 

g 

es continua en 

X “ 

a 

3. 

f * 

g 

es continua en 

X “ 

a 

A. 

f T 

g 

es continua en 

X “ 

a. siempre nue g(a) 4 o 


Demostración: 

Se demostrará el inciso (1) de este teorema, para ilustrar el procedi¬ 
miento para la prueba de los otros. 

Ya que f y g son continuas en a, de la definición de continuidad se 
tiene: 

lim f(x) » f (a) 
x -*■ a 

lim g(x) » g(a) 
x a 

por lo tanto, del teorema II.8 se tiene: 

lim E(x) + g(xO = f(a) + g(a) 
x -*■ a 

La ecuación anterior es la condición para que f + g sea continua en 
x “ a, lo cual proporciona la demostración del teorema 11.13. 


Demostración: 

Para demostrar este teorema considérese la función polinomial f, defi¬ 
nida por: 

f(x) « b Q x n + bjX n “l + b 2 x n “2 + ... + b n _! x + b n 

en donde: 

b 0 4 Q t n es un entero no negativo y b Q , b,, ... , b n son números rea. 
les. 

Con aplicaciones sucesivas de los teoremas de límites, se puede demos¬ 
trar que si a es cualquier número del dominio de f entones: 

lim f(x) « b 0 a n + bja n “l + b 2 a n “ Z + ... + b n -i a + b n 
x-*- a 

de donde se sigue que: 

lim f(x) - f (a) 
x-*-a 

queda demostrado. 

TEOREMA 11.15 
Hipótesis: 

f(x) - es una función racional. 

lux; 

Tesis: 

f(x) es continua para toda x de su dominio, siempre que h(x) 4 0. 
Demostración: 

Como se vio en el capítulo I, una función racional puede ser expresada 
como el cociente de dos funciones polinomiales. Así, f quedar definida 
.como:' 
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donde g y h son dos funciones pollnomiales; el dominio de f esta forma¬ 
do por todos los números reales, excepto aquellos para los cuales 
h(x) « 0. 


SI a es cualquier número en el dominio de f, entonces h(a) 4 0. 


por el teorema II.10: 

lio *f(x) 
x a 



Así, 


Ya que g y h son funciones pollnomiales, por el teorema II. 1A, son coji 
tinuas en a, y así: 

lim g(x) - g(a) y lim h(x) - h(a) 
x ■+■ a x ->■ a 


y consecuentemente: 

lim f(x) - 
x - a h <«> 

queda demostrado. 

De acuerdo con las definiciones dadas en II.3.2 y II.3.3 para Inves¬ 
tigar la continuidad de una función en un Intervalo, es necesario el a 
nállsls en todos los puntos en ese Intervalo. Este trabajo será lÓgT 
camente Imposible dada su magnitud. Sin embargo apoyándose en los teo 
remas sobre funciones continuas, el problema se reduce a analizar soU 
mente los valores en los cuales no se cumplan las hipótesis de los teo 
remas, o bien aquellos en los que haya duda, por ejemplo, en donde ha¬ 
ya cambio de regla de correspondencia. 


Ejemplo II.24 

Sea la función g(x) ■ j - " ; 

determinar los intervalos para los cuales es continua. 

Solución 

g(x) es una función racional y de acuerdo al teorema II.15 sera 
continua para todo valor de x, excepto aquellos que anulan al de¬ 
nominador. Por lo anterior, igualando a cero el denominador: 


x 2 - 4 ■ 0 x = í 2 

Para x » - 2 5 x ■ 2, la función g no es continua. Entonces, 
los intervalos en que sí es continua son: 


(-oo, -2) , (-2, 2) y (2, cx> ) 



lim f(x) 
- 2 + 
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luego, como: 


lim f(x) 4 üm f(x) 
x -► 2” x 2 + 


t ° ± n ti, en donde n es un nGmero entero positivo. En este 
caso no presenta ningún punto de discontinuidad porque su iii 
tervalo de definición no incluye a los valor*»® ~«s«ii»dos. 

b) La función seno siempre es continua. 


0 1 lim f(x); no existe 

x 4 2 

y por lo tanto se concluye que f no es continua cuando x a 2. En 
la figura 11.31, aparece la gráfica de dicha función. 



Figura 11.31 


c) La suma de la función seno mas la función constante t “ 1, 
también es continua, de acuerdo con el teorema 11.13. 

d) La función t 2 + 1 siempre sera continua por el teorema II.1A. 
pues es una función polinómica. 

e) Los únicos valores dudosos son cuando t « - ^ y cuando t » 0. 
Analizando los puntos dudosos: 

a) Cuando t ■ - y 

h(t) esta definida por medio de la primera regla de corresponden 
cia y vale: 


- ('i") 


lim h(t) 



lim 
t -*■ - 


h(t) 

TT+ 

2 


■ cot ( - ) - 0 


t 


JLT 

2 


n . lim 
tr¬ 


ísen t + 1) «* 0 

TT + 

2 


Ejemplo 11.26 

Analizar la continuidad de la función h(t), indicando los valores 
para los cuales es discontinua y los intervalos donde es continua. 
Dibujar su gráfica. 



cot t 

si 

_ -T 

< 

t < - 77 






— 2 

h(t) - 

sen t + 1 

si 

" 2 

< 

t < 0 


t 2 + 1 

si 

t 

> 

0 


Solución 

La^ reglas de correspondencia que forman h(t) representan algu¬ 
nas de las funciones trascendentes estudiadas en el capítulo X, 
por lo cual se puede afirmar: 

a) La función cotangente es continua, excepto en los puntos en que 


por lo tanto el límite existe y vale 


lim 
t ■*— 


h(t) 

TI 

2 


0 


Por ultimo: 


lim 
t -*■ - 


h(t) 

TI 

2 



luego la función es continua en t 


_TT_ 

2 


b) Cuando t «* 0 

h(t) no esta definida puesto que ningún intervalo de definición 
de las tres reglas de correspondencia incluye al valor t *» 0. 

Al no cumplirse la primera parte de la condición de continuidad, 
h(t) no es continua para t » 0. 
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Se hace notar que el límite en ese punto si existe* como se pue 
de comprobar* es decir, los límites laterales son iguales: 


lira h(t) « lira h(t) *» 1 
t -*■ 0“ t -*■ 0 + 

Sin embargo, al no poder igualar el valor del límite, que sí exis 
te, con el valor de la función en ese punto, por no estar definida^ 
la condici6n de continuidad no se cumple y la función h(t) es 
discontinua para t" 0. 

Resumiendo: 

h(t) es continua para los siguientes intervalos: 

(- ", 0) y (0, oo ) 

o bien h(t) es discontinua para t » 0. 

La gráfica de la función puede observarse en la figura H.32„ 



Figura H.32 

11.3.5 INCREMENTOS 

Sea f o {(x, y) | y “ f(x); x e D f } y sean x x y x 2 dos elemen¬ 
tos del dominio de la función. Llámese a x t valoi inicial de x y a 


x 2 valo/i (¿mi de x. SI la variable Independiente x pasa de un va¬ 
lor inicial Xj a un valor final x 2 , tal que se tenga x 2 » x x + Ax, 
a la diferencia: 

Ax ** x^ - x^ ... (9) 

se le llama incAemenlo de x y debe leerse delta equló. Este Increme^ 
to indica el cambio en el valor dé x y puede ser un nCmero cualquiera, 
con la condición de que (xi + Ax) esté en el dominio de la función. 

Dicho incremento podrá ser: 

Ax > 0 =£> x t < x 2 

Ax < 0 =£► x t > x 2 

Ax » 0 =£>- ■ x 2 


Ejemplo 11.27 

Si a partir de la pareja ordenada (3, 7) la variable x adquiere 
los valores 4.1, 2 y 3. Calcular los incrementos correspondien¬ 
tes Ax. 

Solución 

Sea: 


si: x 2 » 4.1; Ax ® x 2 - x^ *» 4.1 - 3 ■ 1.1 > 0 ya que x t < x 2 


8 i: x 2 » 2 ; Ax “ x 2 - Xj “ 2 - 3 “-1 < 0, ya que x^ > x^ 


si: x 2 “ 3 ; Ax » x 2 - x x - 3 - 3 - 0 - 0, ya que - x 2 


De manera similar, si la función y » f(x) pasa del valor inicial y. a 
un valor final y 2 , la diferencia: 


Ay » y 2 - y x 
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se denomina JÜnaAmvvto de la vasUabtz dependiente. El valor Inicial de 
la variable dependiente (y^, es aquel valor que adquiere la función 
y “ f(x) cuando la variable Independiente x toma eT valor Inicial x,. 

El valor final de la variable dependiente (y,) es aquel que adquiere la 
función y “ f(x) cuando a la variable Independiente x se le asigna un 
valor final x 2 . 

Por lo tanto: 

y x - fOtx) 

si el valor de x cambia de x. a x 2 ** x x + Ax, entonces se tendrá el co¬ 
rrespondiente Incremento de la variable dependiente. 

0 sea: 

yj + Ay - fCXj + Ax) 

de donde: 

Ay - f(x^ + Ax) f(xi) = f(x 2 ) - f (x») 

Es decir, el Incremento de "y" es Igual a su valor final menos su va¬ 
lor Inicial. 

Al Igual que con la variable Independiente, el incremento Ay podrá ser: 


Ay > 

0 

=> 

f(x r ) < 

f(x a ) 

Ay < 

0 

=7> 

f(x t ) > 

f(x 2 ) 

Ay “ 

0 


f(xj) - 

f(x^) 


Ejemplo 11.28 

Sea la función f - {(x, y) | y » x 2 - 4x + 12 > , si x cambia de 
«j - - 2 a x 2 " 3, calcular los incrementos de las dos variables. 



para la variable y: 

Ay « f(x 2 ) - f(xj) - f(x t + Ax) - f(Xj) 

Ay - f(3) - f<-2) 

Ay - |J3) 2 - 4(3) + 12] - £<-2) 2 - 4(-2) + 12] 

Ay - 9 - 24 Ay - - 15 

La representación geométrica de estos resultados se muestra en la 
figura 11.33, en donde puede observarse que: 

Ax > 0 ya que x 2 > x x 

Ay < 0 ya que f(x 2 ) < f(Xj) 



Figura 11.33 
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Ejemplo 11.29 

Supóngase una esfera metálica de radio r » 25 era. Si por efe£ 
tos de variación de temperatura su diámetro aumenta en 0.002 cm., 
¿cuál será la variación de su volumen y de su superficie?. 

Solución 

El volumen de la esfera está dado por: 

v(r) - -y- ti r 3 

Av » v (r x + Ar) *- v (rj 

Av » -y- tt (r^ + Ar) 3 -y* tt rj 

donde: 

r, - 25 , Ar - —= 0.001 
Av ° -y- tt (25.001) 3 - -y- tt (25) 3 

Av - -y- TT (15,626.87507 - 15,625) 

Av = -j- tt (1.87507) -=¿> Av » 7.85429 cm 3 

El área de la esfera está dada por: 

s(r) “ 4 tt r 2 

As » sírj + Ar) - s(rj) 

As » 4 tt (r x + Ar) 2 - 4 n r 3 

donde: 

» 25 an y Ar ■ 0.001 cm. 


As = 4 TT (25.001) 2 - 4 IT (25) 2 ; As - 4 tt (625.05 - 625) 
As - 4 ir (0.05) =£> As «* 0.62832 cm 2 


II.3.6 CONTINUIDAD POR MEDIO DE INCREMENTOS 


Definición: Se dice que una función es continua para un cierto va 
lor de la variable independiente, si el incremento de 
la variable dependiente tiende a cero, al tender a ce 
ro el incremento de la variable independiente. 


Esto es, en notación de Incrementos, el hecho de que la función 
y «* f(x) sea continua para un cierto valor de x, se expresa de la si¬ 
guiente manera: 


lio Ay = 0 
Ax + 0 


Ejemplo 11.30 

Averiguar si la función f(x) » 3x 2 - 2x es continua en el punto 
(2, 8); utilizar para ello el concepto de continuidad por medio 
de incrementos. 


Solución 

El problema consiste en darle a x incrementos Ax cada vez más 
pequeños a partir del valor dado de x en el punto en estudio, y 
observar si el correspondiente incremento Ay de la función tam 
bien tiende a cero. 

Para ello construyase una tabla con las siguientes columnas: 

Xj » valor inicial de x ; f(xj) - valor inicial de f(x) 

Ax » incremento de x ; Af(x) = incremento de f(x) 

Xj “ valor final de x ; f(x 2 ) “ valor final de f(x) 






De la tabla anterior se observa que cuando Ax tiende a cero (es¬ 
to se logra haciendo X 2 cada vez mas próximo a x*), el incre¬ 
mento correspondiente de f(x) también tiende a cero, y por lo tan 
to se concluye que la función f es continua en el punto (2, 8). 

Ejemplo 11.31 

Considérese la siguiente función: 

3 + x si x < 1 

y » f(x) ® 

3 - x si x > l 

a) Trazar la gráfica de f. 

b) Demostrar que la función es discontinua para x = 1, aplican¬ 
do el concepto de continuidad por incrementos. 
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Solución 

a) A continuación, en la figura 11.34, se muestra la gráfica de 
f. 



Figura 11.34 

b) Se demostrará ahora que f es discontinua en x ** 1 

Para que lim Ay exista y sea igual a cero, es necesario que: 
Ax-*- 0 

lim Ay = lim Ay ® 0 
Ax + O - Ax-*- 0 + 

El lim Ay puede obtenerse sabiendo que para x < 1, y ° 3 + x, 
Ax-*- 0“ 
de donde: 

Ay » 3 + (x + Ax) - 3 - x 

Ay = Ax =£> lim Ay = lim Ax = 0 
Ax-*- 0" Ax-*-0“ 




El lim Ay puede calcularse recordando que: 
Ax -*■ 0 + 



Ay « ya - yi- 

para: 

x > 1 

se tiene: 

y ° 3 - x 

o sea: 

y 2 “ 3 - x 


yi - f(xi) - A 

entonces: 

Ay « 3 - x - A Ay ■ - x - 1 

Por otro lado. 

la condición Ax**0 + implica que x 1 + , así 


lim Ay o lim (-x - 1) ■ - 1 - 1 » - 2 
Ax-*0 + Ax «*■ 1 + 

finalmente, como lim Ay i lim Ay i 0, el límite no existe 
Ax + O" Ax-*0 + 

y se concluye que la función no es continua para x ■> 1. 

Se demostrará ahora que el concepto de continuidad por incremen¬ 
tos es equivalente al definido anteriormente. 

Se estableciS que para que una funci6n sea continua se debe cum¬ 
plir: 

lim Ay ° 0 
Ax-*0 


El incremento de la función también oc puede expresar fn mn la <jí 
fe renda entre el valor final de la función y su valor inicial, 
es decir: 


Ay - f(a + Ax) - f(a) 

donde "a" es el valor inicial de la variable independiente x. 
Así: 

lim Ay ■ lim Tf(a + Ax) - f(a)H ■ 0 
Ax-*0 Ax** 0 


Según las propiedades de los límites, o'sea, aplicando el teore¬ 
ma 11.8: 


lim £f(a + Ax) - f(aj] - lim f(a + Ax) - lim f(a) - 0 
Ax**0 Ax-* 0 Ax-* 0 


es decir: 

lim f(a + Ax) » lim f(a) 

Ax -* 0 Ax -* 0 

ahora, si Ax - x - a, entonces el hecho de que Ax -* 0 implica que 
x ** a, por lo tanto: 

lim f(a + x - a) ** f(a) 
x -* a 

ya que f(a) es independiente de Ax. 

Entonces: 

lim f(x) - f(a) 
x •* a 

que es precisamente la condición de continuidad de una función en 
un punto, anteriormente estudiada. 


Tal vez el concepto de contimUdad poJi ¡nidio di inc/mrintoó permita 
tener una idea más clara acerca de la continuidad de una función. 

Resulta claro que una función continua no puede adquirir dos valores en^ 
teros sucesivos por medio de tauacoa, ya que pueden dársele incr£ 
mentos a la variable independiente en cantidades tan pequeñas como se d£ 
see, con lo cual la función variará en valores tan pequeños como se quie 
ra, tendiendo ambos a cero de acuerdo a la condición de continuidad íiltT 
mámente analizada. “ 



Las figuras II.35 y 11.36 expresan gráficamente la Idea mencionada. 




Nótese cómo en la figura 11.35 la función f toma el valor de B a par¬ 
tir del de A, después de adquirir todos los valores comprendidos entre 
A y B; es decir, si la función f tiene un valor A cuando x = a y un v 
lor b cuando x = b, la función tomará un valor cualquiera M comprendí 
do entre a y b para por. lo menos un valor de x comprendido entre a y b. 


Por el contrario, en la figura 11.36 se observa cómo la función ¿atta 
bruscamente desde A hacia B, cuando x - p. 


«o| I 
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CAPITULO III LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES 


INTRODUCCION 


El presente capitulo se dedica al estudio del concepto dvUvada de una. 
¿unción. Este concepto unido al de función y limite constituyen la pajr 
te medular del Cálculo Diferencial. 

La derivada es en esencia un limite muy especial y de múltiples aplica, 
ciones en el campo de la Ingeniería. La invención de esta valiosa he¬ 
rramienta matemática se debió a los trabajos de dos notables matemáti¬ 
cos: Gottfried W. Leibniz e Isaac Newton en el siglo XVII. 


III.1 DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO 


Sea la función y = f(x). Como se sabe, al darle a x un incremento 
Ax en un punto Xq, le corresponderá a y un incremento. 


Ay - Af (x) » f(x G + Ax) - f(x 0 ) 


Al cociente suele llamársele cociente incremental o cociente de 
los incrementos. 

Se define como la derivada de la función y = f(x) con respecto a x en 

un punto x c al limite, si existe, del cociente Incremental Ai cuando Ax 

Ax 

tiende a cero. 

Es decir, dicha derivada es el límite del cociente del Incremento de 
la variable dependiente entre el Incremento de la variable independie^ 
te, cuando éste tiende a cero y se puede denotar por f’Cx*,). 


f’(Xo) 


“ lim 4^. *» lita 
Ax-*- 0 Ax-*»0 




“ lim (6 + Ax) - 6; f'(3) « 6 

Ax-*-0 


Con esto se observa que el valor de la derivada de una función, depeji 
de del punto en donde se calcule; así, para el ejemplo anterior, si se 
calcula la derivada para cualquier valor de x se tiene: 


Para f(x) 




III.1.1 INTERPRETACION FISICA DE LA DERIVADA 

Supóngase que se deja caer un cuerpo desde una altura de 25 metros y 
que se desea conocer la velocidad del móvil cuando ha transcurrido un 
segundo. 

La altura del cuerpo (y ® f(t)) será según las ecuaciones de caída 
11bre: 

feo " y 0 - 4 " gt 2 

Considerando: g « 9.81 m/s 2 ; y Q = 25 m 

queda: f(t) = 25 - 4.905 t 2 



Figura III.1 
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El problema consiste en encontrar la velocidad en un instante detennj_ 
nado. Para esto hay que entender primeramente, lo que es la velocidad 
media durante un Intervalo de tiempo, o sea, desde el Instante t has 
ta t + At, definiéndola como el cociente: 



Considerando el Instante t « 1.0 s ; la distancia recorrida después 
de 0.5 s es: 


f(i.5) - f(l) - [25 - 4.905 (1.5) 2 ] - [25 - 4.905 (I) 2 ] - - 6.13 


(el signo menos del resultado significa que el cuerpo esta bajando). 


Así la velocidad media en el Intervalo Q, 1.5] será: 
Vm - —« - 12.26 m/s 


Ahora, considerando el Instante t = 1 y después de haber transcurrí' 
do At segundos, la distancia será: ~ 



Tomando valores de At cada vez menores, la velocidad media se acer¬ 
ca cada vez más a -9.81 m/s. Por ejemplo si At ** 0.1, la velocidad 
es -10.30 m/s. SI At » 0.01 será -9.86 m/s. 


Lo importante es que se puede obtener la velocidad media tan cerca de 
-9.81 como se desee, con sólo tomar a At lo suficientemente peque¬ 
ño. 0 sea que: 


lim V m o lim (-9.81 - 4.905 At) » -9.81 m/s 
At-*-0 At + 0 

y es lógico llamar a este límite, velocidad instantánea en t = 1.0 s. 

Con esto se puede concluir que, para obtener una velocidad Instantá¬ 
nea en cualquier instante t, bastará obtener el límite de la veloci- - 
dad media cuando At *♦• 0. 





I 
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V(t) - lia V m 
At + O 


- lia 
At-*0 



La expresión anterior es claramente la definición de derivada aplica¬ 
da a la función f<t) : f'(t) - v(t). 


Se escogió un problema de velocidad por la familiaridad que el alumno 
tiene con este tipo de fenómenos, pero existen infinidad de problemas 
físicos y geométricos en donde el concepto de derivada surge en el so¬ 
lo análisis del problema. 


111.1.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 


tangente A una curva.- El trazo de la recta tangente a una curva en 
un punto dado de ella, es una herramienta importante en la resolución 
de muchos problemas geométricos y matemáticos en general. 

Antes de la Invención del cálculo diferencial, el problema de trazo 
de la recta tangente pudo ser resuelto sólo para algunos casos espec1¿ 
les. Por ejemplo, la recta tangente a una circunferencia en un punto 
de ella se llegó a trazar, sabiendo que ésta era perpendicular al ra¬ 
dio correspondiente en dicho punto. Slh embargo para otro tipo de cur 
vas la solución al problema no habla sido satisfactoria. 

Fue hasta la aparición del matemático francés Pierre de Fermat, cuan¬ 
do se concibió la recta tangente a una curva, como la posición limite 
de la recta secante a dicha curva cuando los dos puntos de intersec¬ 
ción de la secante con la curvé se aproximan uno al otro. 

La Idea que tenia Fermat acerca de lo que debía entenderse por po¿¿- 
cÁjSn tt de la aeconte, era vaga e Imprecisa y no llegó a estable¬ 
cerse un método generalizado que pudiera ser aplicable a cualquier ca¬ 
so. 

No fue sino hasta la publicación de los trabajos de los matemáticos 
Isaac Newton y Gottfrled W. Lelbnlz, relativos a la formalIzaciÓn de 
los conceptos de limíte y derivada, cuando se dispuso de las herramlen 
tas necesarias para precisar la solución del problema de la recta tan¬ 
gente a una curva en un punto. 


Consideremos una curva continua y en ella un punto fijo p. La recta 
que pasa por el punto p y corta a la curva en otro punto q, se lia. 
ma secante de la curva. (Véase figura III.2.). 

SI se mueve el punto q sobre la curva acercándose al punto p, la 
secante gira alrededor de P, y tiende a una posición limite que es la 
recta pt. 



Figura III.2 


Se considera que la recta pt es el limite de la secante pq y se 
define como la tangente a la curva en el punto p. 


INTERPRETACION GEOMETRICA de LA derivada.- A continuación se analiza¬ 
rá el significado geométrico de la derivada de una función en un pun¬ 
to cualquiera xq, teniendo presente que: 


f’(»o) “ lia 
X + Xo 



- lira 
Ax + 0 



Para ello considérese una curva c que sea la gráfica de una función 
continua f cuya ecuación sea y - f(x). 
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Considérese además sobre la curva C: 

- un punto P (x*,, y 0 ). 

- un punto Q (x, y). 

- la recta tangente PT a la curva C en Xq. 

- la recta secante PQ a la curva C, tal y como 
se muestra en la figura III.3. 



De la figura anterior se puede observar que: 

- SI el punto q se mueve sobre la curva c f el ángulo de Inclinación 
0 de la secante pq es variable. SI q se acerca a p f entonces el 
ángulo 6 se aproxima al ángulo de Inclinación a de la recta tangen¬ 
te PT. Lo anterior se puede escribir simbólicamente como: 

lin 0 » a 
Q-*-P 


que se lee: 

el ángulo 0 tiende al valor del ángulo a cuando el punto 
Q tiende a la posición de P. 


- El hecho de que Q tienda a p Implica que x tienda a xq, es de 
cir: 


Q + P 4=t> * ♦ *o 

Considerando el triángulo rectángulo p$i se tiene: 


f(x) - f(Xp) 
* - *o 


y. - ya 


X - *o 

Teniendo en cuenta lo anterior, se tendrá: 

lim W ~ C an 0 

X+Xo X-Xo 


tan 0 


Considerando que la función tangente es continua en el Intervalo 
{—se tendrá: 


lim tan 0 » tan a « m p t 
x-*-x Q 


lo cual significa que la tangente del ángulo de Inclinación de la rec¬ 
ta secante, o sea la pendiente de PQ tiende a la pendiente de la rec 
ta tangente PT si el punto q tiende a p. 

De lo anterior, se puede concluir: 

f<Xo) - lim - mpt 

X ■+■ Xn * *° 


lo que significa que la derivada de una función y ° f(x) en un punto, 
es Igual a la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto. 


III.1.3 NOTACIONES 


Hasta este momento se ha utilizado como notación para la derivada de 
una función f(x), a f'(x). Pero existen otras notaciones las cuales 
Indican lo mismo. Asi la derivada de una función y *» f(x) se puede 
escribir: 
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y' o bien f’(x) que es la notación de Lagrange. 

Dxy 6 Dxf(x) que es la notación de Cauchy. 

ó f(x) que es la notación de Leibniz. 

y ó f(x) que es 1a notación de Kevton. 


La notación de Lagrange sugiere que al derivar una función y » f(x) 
en todos los puntos de su dominio, se obtiene otra función y* = f’(x), 
cuyo dominio está constituido por todos los puntos del dominio de la 
función y » f(x) para los cuales existe la derivada. 

Esta notación resulta útil también al representar el valor de la deri_ 
vada f'(x) para un valor de x determinado x ° xo, escribiendo f’(xo), 
como es el caso del ejemplo III.1. donde f’(3) * 6 es el valor de la de 
rivada de f(x) » x 2 cuando xo = 3. 

La notación de Cauchy permite representar el proceso de obtención de 
la derivada de una función como un operador (Dx) que aplicado a la 
función y » f(x) la transforma en la función y' » f(x): 


Dx f(x) - f’íx) 


Respecto a la notación de Leibniz , aunque tiene la forma de un 

cociente, por ahora se considerará que dicho cociente representa un so 
lo ente. 

NOTA: En el capítulo VI ae vera que la derivada en sí es un co¬ 
ciente y se aplicará este hecho a fines específicos. 

Esta notación también permite representar el proceso de derivación con 
el operador , que aplicado a una función, la transforma en su derj^ 
vada. 

f(x) - f'(x) 


Newton utilizó su notación primordialmente en problemas físicos, don¬ 
de la variable independiente es el tiempo, por lo que por costumbre, 
esta notación se usa frecuentemente en mecánica y en general en proble 
mas donde el tiempo es la variable independiente. 

En el desarrollo de estos apuntes se emplearán indistintamente las no¬ 
taciones anteriores según la conveniencia que presenta cada una. 
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SI este limite existe, entonces dicho limite es la derivada deseada: 




y se dice que la función y » £(x) es derlvable. 

Es conveniente observar cómo los tres primeros pasos son puramente me. 
cónicos y se hacen en forma rutinaria. El cuarto paso requiere un po¬ 
co más de ingenio y manipulación algebraica para calcular el limite. 


Si y - f(x) es una función continua, se tiene lim Ay = 0 con lo 

Ax + 0 

que en (5) se tendrá el limite de un cociente donde el numerador y 
denominador tienden a cero, y sin embargo, puede existir el limite. 




Solución 


I a ) 

j. -_L 


v ' x + Ax 

2 a ) 

f(x + Ax) - f(x) 

- 1 _ 1 . X - <x + Ax) 

x + Ax x x 2 + xAx 

3°) 

f(x + Ax) - f(x) 

- Ax 

M x 2 + xAx o - 1 

Ax 

Ax x 2 + xAx 

4 o ) 

lim f(x + Ax) - 

ffcü. _ lim -1 B -l 

Ax-+- 0 Ax 

Ax + 0 x 2 + xAx x 2 

0 sea: 




Ejemplo III.2 

Calcular la derivada de f(x) = 3x 2 + 1 
Solución 


1°) 

f(x + Ax) 

- 3(x ■ 

t- Ax) 2 

+ 1 = 3x 2 + 6x Ax 

+ 3(Ax) 2 + 1 

2 °) 

f(x + Ax) 

- f(x) 

» 3x 2 

+ 6x Ax + 3(Ax) 2 + 1 - (3x 2 + 1) 




= 6x Ax + 3(Ax) 2 


3 o ) 

f(x + Ax) 
Ax 


- — — ^ 3 < Ax > 2 - 6x + 

3Ax 

4®) 

lim f(x 4 

• Ax) - 

f (x) lia (6x + 3Ax) = 

6x 


Ax + 0 

Ax 


Ax + O 


esto 

es: 






f'(x) - 6x 


Ejemplo III. 3 


Obtener: 



Es conveniente, observar que este procedimiento para el cálculo de la 
derivada, es la reafirmadÓn del concepto de derivada, y no es un méto 
do práctico para derivar. Más adelante sé encontrarán fórmulas de de 
rlvación generalizadas para cualquier tipo de función, mismas que sede 
ducen a partir de la definición. 


Ejemplo III.4 
Calcular: 


Sea: 



Solución 

I o ) y + Ay ° /x + Ax - 2 

2 o ) Ay - /x + Ax - 2 - /x - 2 

*on Ay /x + Ax - 2 - /x - 2 
J * Ax ° Ax 

.on’ lim Ay, a lim /x + Ax - 2 - /x - 2 
Ax + 0 Ax ¿x + 0 Ax 


tómese: 


f(x) 



I 
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Paca calcular este limito conviene racionalizar el numerador del 
cociente infcremental. Esto se logra multiplicando y dividiendo 
por el conjugado de dicho numerador. 



entonces: 


lio 

Ax**-0 Ax 


fx + Ax - 2 + /x - 2 




esto, es: 




l c ) y + Ay 



III.1.5 PUNCION DERIVADA 


En los temas anteriores se han tratado derivadas de funciones alge¬ 
braicas por ejemplo: 

Dx /x - 2 “ ¿ ® DxX 2 ■ 2x 

En este tema se debe puntualizar que la derivada de cualquier funclfin 
es otra funclfin. Así la derivada de la funclfin €<x) « x* es la fun¬ 
clfin f'(x) = 3x 2 . 

Al derivar una función f(x), se obtiene otra funclfin f’(x) llamada 
iuncÁon derivada que tiene como regla de correspondencia al límite: 


f'(x) 


lia 

Ax-*0 



siendo su dominio el conjunto de valores x del dominio de y» f(x) 
en donde el límite anterior existe, o sea, donde la función y » f(x) 
es derlvable. 



Entonces de la función: 



f ° { (*» y) I t • f '(*) “ lin f x * ^ • x e D f l 

Ax+O 
D £ t C D f 

El proceso de derivad6n se puede entender ahora como un operador "D" 
que transforma una función en su derivada. 

Función Operador Función derivada 

y » f(x) Djc y' - f'(x) » D x f(x) 

La notación de Cauchy para la derivada es apropiada cuando a la der1_ 

vaclón se le trata expresamente como el operador que realiza la trans¬ 

formación. 

Ejemplo III. 6 

Obtener la función derivada y el dominio de: 

y - f(x) - y x 2 ; x e (-3, 2) 
graficar y “ f(x) y y’ ■ f'(x) 

Solución 

Si y “ — x 2 ; aplicando el método de los 4 pasos se tiene: 

T) y + Ay - j (x + Ax) 2 • j [x 2 + 2xAx + (Ax) 2 ]] 

2°) Ay - y ge 2 + 2xAx + (Ax) 2 ] - \ x 2 - | (2xAx + (Ax) 2 ) 

3 ., g.i p^l]-x + f 

(* + f) -« 

y' - Ds|x z » x f’(x) - x 

El dominio de y' « f’(x) esta determinado por todos los valores de 
x donde es derivable y “ f(x) y por ser Ssta un polinomio, es deri- 
vable en todo su dominio, siendo el dominio de y' ■ f'(x) el mismo 
que el de y - f(x). 

Df » Df’ - íx|x e (-3, 2)} 
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Las gráficas de y - f(x) y y* ■ f'(x) de muestran en la figura III.4. 



Figura III.4 


Ejemplo III.7 

Obtener la función derivada de la función £(x) «* Jx 
Solución 

Aplicando él método de los 4 pasos se tiene: 

1 # ) f(x + Ax) - /x + Ax 

2 o ) f(x + Ax) - f(x) - /x + Ax - & 

»ox f(x + Ax) - f(x) /x + Ax - /x 
} Ax Ax 

üm f(x + Ax) - f(x) m lim /x + Ax - Sx 
4 ' Ax**0 Ax Ax + 0 Ax 



98 



La función derivada f,<x) * ié 

Obsérvese que el dominio de y = f(x) es el conjunto de loa rea¬ 
lea positivos y el cero; 8in embargo para x - 0» y' ■ f'(x) no e 
xiste, luego: 

Df' - {x|x e (0, oo)} 


111.1.6 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 


Anteriormente quedó establecido el concepto de derivada de una función 
y - f(x) mediante la expresión: 


f' (x) ■ lim. 

Ax+0 



Si esta nueva función y* ■ f*(x) es derivable, entonces al derivar¬ 
la se obtiene otra función de x que puede representarse con f"(x) y 
que se llama ¿inunda derUvada de. la. fauuUón y - f(x). 


Las notaciones que representan a la segunda derivada de la función 
y “ f(x) y que son consecuencia de las ya conocidas para la primera 
derivada son: 


4-f- O f(x) ; y" S f"(x), D*y S D* f<x); y 

dx dx 2 * 


De la misma manera, si la segunda derivada de una funclóh es deriva- 
ble, se obtiene al derivarla, la tercera derivada de la función or1gj_ 
nal, que se representa con: 



-áL £(x), y"'- 
dx 3 


f"’(x) 


D* y D D 3 f(x) ; V 


Al seguir derivando sucesivamente una función y = f(x), la enésima 
derivada, donde n e n n > 1, es la primera derivada de la (n - l) 
derivada de y f(x). Es decir, si todas las derivadas sucesivas has. 
ta la de orden n - 1 son derlvables, la enésima derivada de y -f(x) 
(o de orden n) se obtiene aplicando el operador derivada a la función 
obtenida al calcular la derivada de orden n - 1. 



Obviamente las notaciones que se emplean para la derivada de orden n 
de la función y » f(x) son: 


,n 

dx” 



(n) 

y 





En la notación de Lagrange por comodidad se emplea un nfoiero romano 
cuando el orden es mayor que tres y la notación de Newton no se emplea 
para derivadas sucesivas después de la tercera. 



99 



Se observa que todas las derivadas sucesivas de orden superior al ter 
cero serán Iguales a cero. 

Por tanto se puede inferir que cuando se tiene una función pol1nómica» 
la derivada sucesiva distinta de cero de mayor orden que se puede obte¬ 
ner, es de orden Igual al grado del polinomio. 

Así en el ejemplo anterior se tiene un polinomio de tercer grado, por 
lo que las derivadas sucesivas serán diferentes de cero, sólo hasta la 
tercera derivada. 
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Esto es: 



2 

7 * 


- 2x“ 3 


Se observa en el ejemplo anterior que al aumentar el orden de las den 
vadas sucesivas, el exponente negativo de la variable independiente tam 
bien aumenta en valor absoluto, lo cual hace ver que la función dada 
tiene una infinidad de derivadas sucesivas. 


Se dice que una función f(x) es Infinitamente derivable en un punto si 
•existen todas las derivadas de orden superior para dicho punto x,'es de^ 
cir, si ffrO(x) existe para n » 1, 2, 3, ... 

Una función f(x) será’ infinitamente derivable en un intervalo, si es 
infinitamente derivable en cada punto de dicho intervalo. 

La función del ejemplo II1.9, es Infinitamente derivable para toda 
x ¿ 0. 

Cuando se vean las derivadas de las funciones transcendentes se tendrán 
otros casos de funciones infinitamente derivables. 


III.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD 


III.2.1 DERIVADAS LATERALES 

De la definición de derivada y por los conceptos de límites laterales 
estudiados en el capítulo anterior, se Infiere que la existencia de la 
derivada, siendo ésta un límite, estfi relacionada con la existencia de 
los límites laterales y con la Igualdad entre ellos: 



Por su estructura, es lógico llamar a estos límites laterales, deriva, 
da lateral por la izquierda y derivada lateral por la derecha, respec¬ 
tivamente. 


Derivada lateral por la izquierda: 

f(x 0 + Ax) - f(x 0 ) 

f_(x 0 ) - lim -^- 

Ax-M)- üx 


Derivada lateral por la derecha: 


f(xo + Ax) - f(xo) 

^ „+-E- 


Con lo anterior: 

si f(x 0 ) 3 :=*> f’(x 0 ) - f;cx 0 ) - flCx,,) 


Ejemplo III. 10 

Calcular las derivadas laterales de la función f(x) ■> 2x + 1; 
para x Q * 3. 


Solución 

Para calcular la derivada por la izquierda f¿(3) ae requiere ha¬ 
cer Ax -*■ 0”, lo cual implica que Ax < 0, entonces: 


f(3 + Ax) - f(3] 
Ax 



lim 2Ax 
Ax + O-’ET 



* 'q),j<£= f (q)íj anb X g(»)»J< 4 = ( (®) 7 í 


:anb opep Qq ‘«3 o[ 

-BAjaiuj. [3 ua uppunj. bl ap pBpj-ijqBAjaap ap asJBjqBq apand ou £q *®3 
opeaaaa oiBAuaiuj. ja sa (x)j » x snujiuoo uopunj. eun ap oj.uj.mop ia js 


•ojBAjaquj oijoip ua aiqsAjjap sa ou (x)j » A ugpunj. bi f (q '*) 
oiBAua^uj. |ap soiund syui o oun ua a^sjxa ou (x),j BpBAiuap bi opusno 

•(q *b) oí 

-BAJa^uj ja ua aiqBAjuap sa (x)j » x uppunj. bl anb aotp as * (q *&) o* 
uajqa ojBAja^uj un ap so*und soi sopo* ua aisjxa (x) t j BpBAjaap bj js 

•(°x),j Bjujisjxa ou «°x ap Bpjajnb 
-zj bi b o|duiapa uod spjuj^ap Bjaunisa ou j.s *°* ap ouuoiua un ua Bp 
-juj^ap JB^sa aqap °x ua ajqBAjuap sas u 9 j.aunj. bi anb BJBd ‘asaA-t^sqo 

*(°x)Tí » (°*)73 ap oiuajuijidmna ja BOjiduij. Bisa ap Bjouaisjxa b[ X 

*V O X V_ fo v \ T 

(x ) 3 - <*V +"»»)'» »TT ( ’ ,} 

:BpBAjjap bl aqsjxa j.s ‘ai 
üajpuadapuj aiqBjueA bi ap °x joiba un BJBd aiqBAjjap sa (x)j = x upjo 
-unj. aun anb aqas as -’OTVAHaiNi Nn N3 hoidníu vníi aa avaniavAm3a 


O O °x BJBd BXq®AtJ3p 80 OU » (X) J UOTOUnj Bl 


.0-*- x x +0 + * + 

- + * I »n -ó^T77 Vi - W).í 


2^6 _0«* x X _0-*-x 


LL _:--u**—. (0)' g 

I «TI O ” s j z x “TI u '* 


:03una ox aod 


[ 0)3 ~ 00 J 


a TT - (0)T3 
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Z - (€) .3 


‘03UB3 ox aod 


_0«- x V 

‘Z = Z °TI “ <e)i3 
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Ejemplo 111.12 

Dada la función f(x) - 3x 2 + 1, investigar ai es derivable en el 
intervalo (-2, 5). 

Solución 

Según el ejemplo III.2, la derivada de la función es f'(x) » 6x, 
y esta derivada sí existe para todo valor de x, luego la función 
f(x) » 3x* + 1 sí es derivable en el intervalo (-2, 5). 


Ejemplo III.13 

Investigar si la función f(x) • es derivable en el intervalo 

(- 1 . 3 ). 

Solución 

Tomando en cuenta que la derivada de f(x) ° y es f’(x) ° - 

según se vio en el ejemplo III.3, puede observarse que f'(xo) no 
existe para x© ■ .0 y como Xq ■ 0 pertenece al intervalo (—1, 3) 
se concluye que la función dada no es derivable en el intervalo 
(-1, 3). 


Ejemplo III.14 

Dada la función f(x) » + /x - 2, decir si es derivable en el in¬ 
tervalo (1, 4). 

Solución 

La derivada de esta función se obtuvo en el ejemplo III.4, y es 

f'(x) «* — i Esta derivada no existe si x £ 2, luego la fun 

2/x — 2 

ción dada no es derivable en todo el intervalo (1, 4). 


III.2.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD 

El hecho de tener una función continua en un punto implica que la función 
cumple con ciertas condiciones en ese punto y si es derivable en el mismo 
punto, significa que tiene ciertas propiedades en el punto. Por lo tanto, 
es lógico cuestionar si hay alguna conexión entre el concepto de continui¬ 
dad y el de derivabllldad de una función en un punto. 

Una respuesta a esta cuestión está incluida en el siguiente teorema: 



Demostración: 

Como la función es derivable en el punto x *» x* , existe 

f(xj + Ax) - f(xj) 

f’(x x ) - lin -7-- 

Ax-M) 

ahora bien el incremento de la variable dependiente Ay que correspon¬ 
de a Ax en ese punto es: 

Ay « f(xi + Ax) - f(xi) 

multiplicando y dividiendo el segundo miembro de esta Igualdad por Ax 
queda: 



tomando limites cuando Ax tiende a cero queda: 

lim Ay » lim + Ax) - ffo) . lio ¿x ° f'(xi) (0) » 0 

Ax + 0 Ax-*0 Ax Ax**0 


esto es: 


lim Ay = 0 
Ax-*- 0 


Lo cual significa, según lo tratado en el capitulo II, que la función 
y = f(x) es continua en el punto x - x t , quedando asi demostrado el te£ 
rema. 

Con este teorema se ve que toda función derivable en un punto es 
continua en él, pero la afirmación Inversa no es verdadera, no toda 
función continua en un punto es derivable en el mismo. 

Esto se evidencia en los dos siguientes ejemplos: 
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Ejemplo III.15 

Hacer ver que la función y *» |x - 2| es continua para xj ■ 2 
pero no es derivable en este punto. 

En efecto para hacer ver que la función y “ |x — 2| es conti¬ 
nua para x¿ «■ 2 basta demostrar que en ese punto se cumple: 


luego: 


f;<2) 


m lim 
Ax + 0 4 * 


¿x 


lim - 
Ax-**0 + 


I Axl 
Ax 


lim 
Ax + 0* 


Ax 


lim (1) - 1 f'<2) - 1 

Ax*0 + + 


lim Ay = 0 Como las derivadas laterales son distintas: f^(2) i f’(2), la 

Ax+0 función y - |x - 2| no es derivable para X| «* 2. 


Se tiene para cualquier valor de x que: 



Ay “ |x 

+ Ax - 2| - |x - 2| 


y para xi = 2 : 

Ay - |2 

+ Ax - 2| - |2 - 2| 

■ M 

luego: 


“ lim |Ax| » 0 



lim Ay 

Q.D. 


Ax + 0 

Ax-»- 0 



Para demostrar que la función y » |x - 2j no es derivable para 
xi n 2 considérese el hecho de que dicha función puede escribir 

se: 


-x + 2 


x - 2 


x £ 2 


x > 2 


y calcúlense las derivadas laterales de la función en el punto dji 
do. 

La condición Ax *► 0™ implica Ax < 0 y |Ax| a - Ax por lo 
cual: 

lim I Axl b lim -Ax o 
= Ax -*■ 0“ Ax “Ax-^O” Ax Ax + 0“ Ax 



Se confirma con el ejemplo anterior que no toda función continua en 
un punto es derivable en el mismo, y se Insiste un poco en esto con el 
siguiente ejemplo: 


Ejemplo III.16 


. lim (-1) - “1; f:<2) - -1 
Ax 0“ 


Estudiar la continuidad y derivabilidad de la función f(x) » x 2 ^* 
en el punto Xj = 0 


La continuidad en x A = 0 puede estudiarse investigando si se cum- 
Ahora Ax 0 + implica Ax > 0 y |Ax| “ Ax pie la condición de continuidad: 

lim f(x) = f(a) 
x -*■ a 
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por lo canto: 

f'(x) “ --- 

3 x ** 


Como se puede apreciar en el resultado anterior, f 1 (x) no existe 
para xj « 0, por lo que f(x) ■ x 2/l no es derivable para dicho va¬ 
lor, no obstante que sí es continua. 

La condición de continuidad es necesaria para la existencia de la de¬ 
rivada, pero no es condición suficiente. 

Concluyendo, toda función derivable es continua. Pero el hecho de 
contar con una función continua es sólo una condición necesaria, pero 
no suficiente para ser derivable. La otra condición necesaria para 
poder asegurar la existencia de la derivada, es que las derivadas late 
rales existan y sean Iguales entre sf. (Véase inciso II1.2.1, de este 
capitulo). 

Asi una función y = f(x), es derivable en xi, si y sólo si las dos 
condiciones siguientes se cümplen: 


1) y - f(x) sea continua en xi 

=*► f'(xi) 3 

2) f^(xi) - f;(x!) 


y con cualquiera de ellas que no se verifique entonces f'(xi) 


Ejemplo III. 17 

Tratar la gráfica de la función dada, determinar si es continua en 
x t » 4, encontrar f^(xi) y f^(x x ), si existen, y determinar si la 

función es derivable en Xj » 4. 

x + 2 si x < -4 

f(x) - 


-x -6 


si 


x > -4 



•|*| » ( X >J 03 

-n-[oeqo joxba ugjaunj bx ap o ■ 1x u ® papnTS^xaap bx aBStasaAUi 

81*111 oxdnraCa 

*l- a tx aaed axqaAtaap 

sa ou epBp ugxounj bx * (V-)*J + ® nb 0 3 8and :u§-jsnxotKO 



SOI 


•x 

ap joxba oipxp ua onuxijuoD se (x )3 = X X *¡- m T x Bjad uaxdnma as 
pepxmmuoa ap sauoTO-jpuoa saaa sbx 3nb aXxvpuoa as aoiasauB ox aa 

«7~ -*-X 

Z- - ( X )J *TT - (*-)J 
Xx-t-x 

(x)j mxx - (xx)j (a 


v-«- x 

Z - - (*)J ®TT 

+ V-«-X _«7--hX 

Z- - 9 - (V-)“ -.( 9 - x ~) ® 7 X * Z- o z + « 7 - - (3 + x) rarx 

tx+x ]x*-X ÍX4-X 

E ( x )3 °7T 4= ( X )J ®7T - ( X )J ®TT (9 

Z- - l + 9- - (*-)3 

:( t x) 3 ap BTOuaíBxxa (a 

:ap ojuaireiTXdsxno X a aaqoad anb Bjqaq x 8 * 13 °T aaad 
_ x x uo-pung ax ap papxnirpuoa bx BaB-jpnqsa as aauaniBaacrcaa 

9* III «arxfiTJ 



* 9 *III ®an 8 x 3 bx t» sa as b3X3bj 8 aq 

uojanxos 
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Solución 

Esta función puede escribirse: 



En los intervalos (- 00 , 0) y (0, + co), la función es derivable 
por ser polinóaica. 

Para investigar la derivabilidad para X| » 0, primero se confirma 
que la función es continua para xj ® 0 . 


f (0) - 0 


lim _f(x) - lim _(-x) - 0 
x + 0” x-*' 0" 


lim f(x) « lim ( x ) “ 0 
x-*-0 + x-*0 + 


lim f(x) " lim f(x) o lim f(x) ** 0 lim f(x) ■ f(0) 

x-*-0“ x-^0 + x *♦■ 0 x+ 0 


Por lo cual se concluye que la función sí es continua para X| ® 0. 

Ahora para investigar la derivabilidad en x^ » 0, hay que proceder 
empleando derivadas laterales. 



Como: 


fl<o) * f;co) =^. f'(o) a 


El cálculo de la derivada de una función para cualquier valor de su do 
minio, por el método de los cuatro pasos no es práctico, así que después 
de haber obtenido las fórmulas para derivar diversas funciones (III.3, 

II1.4) se presentan ejemplos del estudio de la derivabilidad de una fun 
ción aplicando dichas fórmulas. 


II1.3 FORMULAS DE DERIVACION 


III.3.1 DERIVADA DE LA SUMA, EL PRODUCTO Y EL COCIENTE DE FUNCIONES 


Dado que el proceso de derivación por el método de los cuatro pasos 
puede resultar muy laborioso si no se trata de funciones tan senci¬ 
llas como las que se han derivado hasta ahora, se establecerán algu¬ 
nos teoremas sobre derivación de funciones típicas que generan fórmu 
las cuya aplicación permite el cálculo de derivadas, con relativa fací ' 
lidad. 



Demostración: 

Derivando dicha función por el método de los cuatro pasos: 
1 B ) y + Ay - f(x + Ax) - C 


2 o ) 


Ay - f (x + Ax) - f (x) - C - C » 0 





4*> 


u» J|z_ . lio f<x + a») - tw . liD ( 0 ) . 0 

Ax -*■ O Ax ' Ax-4-0 Ax + O 


esto es: 


DxC-0 


Q.D. 



Demostración: 

Aplicando el método de los cuatro pasos: 

|°) y + Ay » x + Ax 

2°) Ay » x + Ax - x - Ax 

3°) _£t-**- . i 

Ax Ax 

4 a ) lin - lim (1) - 1, 

Ax + 0 Ax-»- 0 

luego: D* x « 1 0 bien: ’Sc " 1 Q.D. 


En lo que sigue, u » f(x), v - g(x) y w » h(x) son funciones derlvables 
y sus derivadas: 
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lim Au 
Ax-^0 Ax 


f'(x) 


lim Av 
Ax + 0 Ax 


g'Cx) 


lim Aw 
Ax + O Ax 


h'(x) 


son tales que la intersección de sus dominios Df‘, Dg', Dh', no es el 
conjunto vacio. 



Demostración: 

Cuando a la variable Independiente x se le da un Incremento Ax a 
las funciones u, v y w les corresponden los Incrementos Au, Av y 
Aw, asf que al aplicar el método de los cuatro pasos a la función dada 
se tiene: 


I a ) y + Ay » u + Au + v + Av - (w + Aw) 

2 a ) Ay^u + Au + v + Av-w-Aw-u-v + w^Au + Av-Aw 

, 0 \ _ Au . Av Aw 

J * Ax Ax Ax Ax 


4 a ) 


lim » lim r~ + lim -r~- 

Ax**0 Ax+0 Ax + 0 


lim - 
Ax-*-0 


Aw 

Ax 
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Esta f6rmula se generaliza siguiendo el mismo criterio para un nümero 
fijo cualquiera de funciones derlvables. Luego se dice que la deriva¬ 
da de la suma algebraica de un número fijo de funciones es Igual a la 
suma algebraica de las derivadas de las funciones. 


TEOREMA III.5 DERIVADA DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES 

Hipótesis: 

SI y = uv 
Tesis: 

Dx (uv) «* u D x v + v Dxu ... (4) 


Demostración: 

Se hace aplicando el método de los cuatro pasos: 

1°) y + Ay ■ (u + Au) (v + Av) » uv + uAv + vAu + AuAv 
2 o ) Ay = uv + uAv + vAu + AuAv - uv ° uAv + vAu + AuAv 


3 o ) 


+v 4¡* + Au 4s 


Ax 


Ax 


Ax 


Ax 


.ov lim m lim u lim Av + 
4 J Ax + 0 Ax Ax-*0 Ax-*0 Ax ¿ 


lim v lim 
Ax-+0 Ax 


Au . lita Au lira Av 
0 Ax + Ax-^0 Ax**-0 Ax 


pero: 

lim u *= u , lim v » v y lim Au = O 
Ax O Ax O Ax 0 

dado que u » f(x) es derivable y por lo tanto continua, entonces: 


D^y » u DjjV + v D x u + (0) Dx v 

Dx (uv) » u D* v + v D x u Q-D. 


o bien: 


D x [ f(x) g(x)J - f(x) g'(x) + g(x) f'(x) 


La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la 
primera función por la derivada de la segunda, más el producto de la 
segunda por la derivada de la primera. 

Esta fórmula puede aplicarse más de una vez si se trata del producto 
de n funciones derlvables, haciendo uso de la ley asociativa de la mul_ 
tlpllcaclón. 

Corolario.- La derivada del producto de una constante por una función 
es Igual a la constante por la derivada de la función. 

En efecto, al aplicar (4) y (1) a la función y ** Cv 
queda: 

Dx (Cv) - C D* v +. v Dx C « CDxV + v (0) 


Dx (Cv) - C Dx v 


(4a) 


TEOREMA III.6 DERIVADA DEL COCIENTE DE DOS FUNCIONES 


Hipótesis: 


Se tiene y » -J- , v i 0. 


Tesis: 


»«<;)- vD * u v ¡ uD * v 

... (5) 


Demostración: 

Se deriva la función y = aplicando la definición de derivada: 


I o ) 


y + Ay 


u + Au 
v + Av 


Av - u ± Au - ü o v(u + Au) - u(v + Av) o 
y v + Av v (v + Av) v 

vu + vAu - uv - uAv vAu - uAv 

(v + Av) v (v + Av) v 
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Observe que la derivada del cociente de una función u entre una cons¬ 
tante c 4 O puede calcularse aplicando (4a): 

’V Hr) “ D * (“5" u ) “ c 


III.3.2 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A UN EXPONENTE NATURAL 



Demostración: 

Considerando primero la función z a x n y derivándola por el método 
de los cuatro pasos: 

I o ) z + Az = (x + Ax) n 
2 o ) Az « (x + Ax) n - x n 

aplicando el binomio de Newton y simplificando: 

Az » x n + nx»' 1 Ax + n( ;r x n ~ 2 (Ax) 2 +-+ nx(Ax) n “ J + (Ax) n - x» 


Az = n x n ~ 1 Ax + —x n- 1 (Ax) 2 + --+ n x (Ax) n 1 + (Ax) n 
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Lz 

Ax 


n x n_l + n(n 2 ~ --^- x n ” 2 Ax +-+ n x (Ax) n ' 2 + (Ax)"** 1 


nxu* 


t u l/z » -y- u“ T 


.Y* 



4°) 


lim Az 
Ax-*0 Ax 


[ n x n - + n <° - »> x"-* ¿x +-+ n x (M*'* + (¿xf 1 


esto es: 



... (6b) 


» nx n " 1 +0 +- +0 + 0 


Resumiendo las fórmulas obtenidas: 


esto es: Djc x n » n x* 1 " 1 ... (6a) 

D X C “0 

(1) 

de aquí que: Bu u" » n u n ‘ l 

DxX - 1 

(2) 

ahora si: y - u n 

O* (u + v - w) - D x u + D*v - Dxv 

(3) 

como: Dx y ■ D u y • D* u según se demuestra en el teorema 111.8. 

D^ (uv) « u D x v + vD x u 

(4) 


Dx.C v » C Dx v 

(4a) 

Dx u n *» n u®" 1 Dx u Q.D. 

vDxu -ul^v 

D * v - 

(5) 


i 

* V v z 

(5a) 


_ n n - i „ 

Djj u » n u Djj u 

(6) 

La derivada de la potencia de una función elevada a un exponente natu, 
ral, es Igual al producto del exponente por la función elevada al expo 
nente disminuido en la unidad y por la derivada de la función. 

n n- i 

Dx * - n x 

(6a) 

En este teorema se estableció la fórmula para la derivada de una po¬ 
tencia solamente para exponentes enteros y positivos. Sin embargo, la 
misma fórmula v«ile para todos los exponentes reales, hecho que se pue¬ 
de demostrar después de que se considere la función logarítmica. Por 
ahora se aceptará este hecho. 

D x u 

Dx /r - 

2/7“ 

1 

(6b) 

Corolario.- La derivada de la raíz cuadrada de una función es Igual 
al cociente de la derivada del subradlcal entre el doble de la misma 
raíz. 

Ejemplo III.19 

Calcular las derivadas de las siguientes funciones: 


Esto se verifica al aplicar (6) a la función y d ¿u” - u 1 * 2 

a) y - 2 + x* - 5 x* 






2 
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Ejemplo 111.20 


Obtener el valor de la derivada para el valor indicado de la va¬ 
riable independiente. 



Se tiene: 



(5 + 2x) /25 - 4x 2 


Para: 

xi 



XI 



- 10 
9 


-10 

9ÜÍ 


i£l 

dxj 27 

xi - 2 
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Continuidad en el intervalo £-5 , - 3) . 


En virtud de que la función es polinomial, en este intervalo la fun 
ci6n es continua. 

Continuidad en el intervalo (-3, 2). 

Por inspección de la regla y ** 3 ^ ^ ^ se observa que es 

discontinua para el valor Xi » -3 solamente. 

Continuidad en el intervalo (2, 3^] 


Puesto que la función en este intervalo es polinomial, la funcifín es 
continua. 

Continuidad en Xj ° -3 

Para verificar la continuidad en x l » -3, deberán probarse las tres 
condiciones para la existencia de continuidad en un punto* 

f<-3) - 3 [ — —] ■ -y- ; f<-3) } , luego la funciSn es 

discontinua para x x = - 3 

Continuidad para x 2 ° 2 

f( 2 > - 3 ( ~\X 3 ) - 0 ... (a) 


lim f(x) 

° lim 

x + 2" 

x + 2" 

lim f(x) 

= lim 

x-*- 2 + 

x**- 2" 

1ÍB . f (X) 

x-*2 + 

2" 

" 4 


lim . f(x) «* 0 
x+2* 


# 


|_xL. 

h 4X> 

123x 

, 318 ] 

1 * 

h 3 

5 

+ 15 J 



... (b) 


... (C); 


Por (b) y (c): 
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lim f(x) « O, lim f(x) = O 

x-2‘ x-*- 2 + 


luego: 

lim f(x) =0 ... (d) 

x 2 


La función sí es derivable para x 2 = 2. 

Concluyendo, la función es continua en el intervalo {-5, 3j, 
x i -3 y es derivable en el intervalo (-5, 3), x 4 -3. 

Para el trazo de la gráfica, que se ve en la figura III.7 se 
presenta una tabla de valores x y f(x). 


Comparando (a) con (d), se tiene que: 


lim f(x) = f(2) 
x**’ 2 

de lo cual se concluye que la función es continua para x 2 ■» 2. Co 
mo en Xj “ - 3 no hay continuidad, la función no es derivable en 
este punto. 


En x 2 ™ 2 s£ hay continuidad, por lo cual la función puede ser de¬ 
rivable en dicho punto. 

Para investigar esto, se procede a comparar las derivadas later¿ 
les de la función en el punto. 


Dx 




M 


-x-3+x-2 


3 í_ Zl _1 „ _ -15 

M (X + 3)2 J (x + 3)2 


f'(2) 


_iJL5_ o _z_i5 

(2 + 3)2 25 


2 

5 




+ _Í*L._ 

123 x 

518 | 

D x IT 

+ 3 

5 

+ 15 J 

f'<2) - 
+ 

2 S + 4(2) 2 - 

123 

5 

■ - 8 + 16 - 



f^(2) 

o - J- 

5 


f¿(2) - f;(2) - f'(2) 


j . . 2 123 

■ x* + 4 x-g— 

Ejemplo III.22 

Dada la funciSn 

y ° f(x) definida 

por las siguientes reglas de < 

123 40 + 80 - 123 

5 5 

rrespondencia: 

+ V G ? 

para 

- 00 < X < - 4 


f(x) - 


para 

-4 < x i 8 

-1 3 


6 

para 

8 

V 

K 

V 

co 
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determinar los intervalos de continuidad de la función, así como 
los puntos de discontinuidad y establecer si la función es deri- 
vable en los puntos x, ■ 4 y x 2 « 8, Fundamentar las respuestas 
y dibujar la gráfica correspondiente. 


Solución 


Continuidad en el intervalo 
Por inspección de ecuación 


( -00,-4). 
:(*> " + 


se aprecia que la 


función existe para ios valores de x correspondientes a su inter¬ 
valo de definición, y que son iguales a los valores de los lími¬ 
tes respectivos, por lo que la función es continua en (-oo, -4). 


Continuidad en el intervalo (-4, 8). 

También por inspección de f(x) » 5 + se observa que el 

único valor que la indetermina es x » 2; por lo tanto la función 
es continua en el intervalo (-4, 8) donde x i* 2. 


Continuidad en el intervalo ( 8, + oo). 

En virtud de que f(x) ° 6, la función es continua en su intervalo 
de definición. 

Para investigar la continuidad en x » -4, se probará la condición 
que determina la continuidad en un punto. 

f(-4) » 5 + - 4 ... (a) 

lim f (x) - lim + V ~ X 3 - + yj- -^— - 4 

x + -4- x--4- V 4 -V 4 

lim f (x) « 5 + -= 4 

x - 4 

Por lo tanto: 

lim f (x) = 4 ... (b) 

X-+-4 

Según (a) y (b) la función es contiuua en x D -4 


Para investigar la continuidad en x = 8: 


£ < e > - 5+ 8 6 _ 2 -6 ... (c) 

lia f<x) - lio (s + * 2 ) ■ 5 + g-TT " 6 ••• <« 

x+8 x + 8 

lio f(x) » 6 ... (e) 

x+8* 

Por (d) y (e): 

lim f(x) - f(8) - 6 ... (f) 

x->- 8 

Según (f), la función es continua en x ** 8 

Por lo tanto la función será continua en - oo < * < » , x 2} 
o bien es continua en - oo < x < 2 y 2 < x < oo. , yes discon¬ 
tinua en x » 2. 

Existe continuidad en x = - 4 y x ** 8, por lo que pudiera exis¬ 
tir derivabilidad en tales puntos. 

Si x < -4: 

Si -4 < X < 8: 

f ;<*> ■ - or^p- =*> í;<- 4) --plp- 

Por (g) y (h) la función no es derivable en x « -4. 

Ahora: 

para - 4 < x < 8: 



Si x >8: 

f'(x) = 0 =*> f|(8) - 0 ... (j) 




Por (i) y (j) la función no es derivable en x *» 8. 

La gráfica de la función se presenta en la figura III.8. 



Figura III.8 


III.4 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA. DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA 
III.4.1 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA 

SI se tienen las funciones y - f(u) y u » g(x) » se sabe que 
y - f(g(x)> es una función de función, o bien es la composición de las 
funciones dadas, definida para todo valor de x del dominio D g de 
u «* g(x) que hace que u pertenezca al dominio Df de y = f(u). 

Es necesario saber calcular la derivada de y con respecto a x sin 
sustituir a u por g(x) en y- f(u), para lo cual se presenta el 
siguiente teorema: 
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Demostración: 


A cada Incremento Ax de la variable Independiente x corresponde 
un Incremento Au de la variable intermedia u y un Ay de la va¬ 
riable dependiente y. 


Multiplicando y dividiendo por Au al cociente Incremental 
queda la Identidad: 



Ay Ay Au 
Ax “ Au Ax 


Au ¿ O 


... (A) 


Como' u g(x) es derivable, será también continua por lo cual si 
Ax 0, entonces Au *► 0. 

Entonces tomando limites cuando Ax**0 en la expresión (A) queda: 


lira 
Ax** 0 



lim —r 2 — lim 

Au-*0 U Ax** 0 


Au 

Ax 


(B) 


y teniendo en cuenta la definición de derivada, la ecuación (B) equlva 
le a: 

*>xy - D uT D x u 

que usando la notación de Lelbnlz puede escribirse: 


ÉL 

dx 


dy du 

du dx 
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El proceso de composición de funciones puede repetirse cualquier nthra 
ro de veces, obteniéndose siempre nuevas funciones; por ejemplo, si se 
tiene: 

f(x) = x 3 + 7, g(x) = sen x, h(x) ° x s , x e IR 
la función compuesta 0 (x) » h [ g(f(x)) ) será: 

0 (x) » h I¿(f(x)2 » sen 5 (x 3 + 7). 


Aplicando dos veces el mismo criterio, se obtiene la regla de la cade 
na para las funciones compuestas de tres funciones, a saber: 

Generalización de la regla de la cadena. 

Sea: 

0 (x) - h | g(f(x)) ] 

si se cumple que: 

a) f es derlvable en x. 

b) g es derlvable en f(x). 

c) h es derlvable en g [ f(x) ] . 

entonces la función 0 (x) es derlvable en x y la derivada es: 

0 (x) - h' 1 g(f(x)) ] g' [ f(x) J f'(x) 


o con la notación de Lelbnlz si: 

y ° h(u); u - g(v), v » f(x) 


quedará: 


dy o d£ du dv 
dx du dv dx 

o bien con la notación de Cauchy: 


Dx y ■ D u y 


D v u • Dx v 




III.4.2 DERIVADA DE Lk FUNCION INVERSA 

Si se trata de calcular la derivada de la función Inversa de una fun¬ 
ción dada, es posible obtenerla a partir de la derivada de la función 
dada, sin tener que determinar la Inversa. 

Esto es, si y » f(x) es una función blunfvoca derlvable, la derivada 
de su Inversa puede calcularse en téJnrlnos de la derivada Dxy - f'(x), 
sin tener que despejar x de la función dada para tener primeramente 
la Inversa x - f 1 (y). 

Para esto se tiene el siguiente teorema: 
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Demostración: 

Efectivamente, para todo Ax M y ¿y M 
se tiene: 

_4*_L_ 

Ay Ay 
Ax 


como y « f(x) es derlvable, Ax -*■ 0 4^ Ay -*■ 0 

tomando limites cuando Ay ■+ 0: 


lim 

Ay-»-0 


Ax 

Ay 




o bien: 


Dy f- J (y) 


1 

D X f (x) 
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Comparando (d) con (e) se verifica el resultado. 


II1.5 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES 

III.5.1 LIMITE DEL COCIENTE DE SEN X ENTRE X, CUANDO X TIENDE A CERO 


Haciendo f(x) » s - ^ - * , se ve que f(O) no está definida, sin embargo 
se demostrará que su limite existe. 

Supóngase: 

0 < x < | 



Figura III.9 



La figura III.9 muestra un circulo de radio unitario cuya ecuación es: 


u* + y 2 » 1 

en él se puede distinguir el sector circular BOP cuyo ángulo central, 
medido en radianes es x, y cuya área está determinada por y(l)‘ x. De 
esta manera si s unidades cuadradas es el área del sector bop, en¬ 
tonces s - yx. 

También se observan la cuerda bp y la tangente bt en el punto B. 

Llámese k x al área del triángulo obp, donde k x » -y- sen x, y 
k 2 al área del triángulo obt, donde k 2 - -y- can x. 

Por geometría elemental se tiene: 

k, < 9 < k 2 

esto es: 

-i- sen x < -y- x < — j- tan x ... (6) . 



o sea: 


1 - eos 2 » o aen*x 
1 + coa x I + eos x 


... (7) 


... ( 8 ) 


1 - C08 X 
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Demostración: Aplicando el método de los cuatro pasos para calcular 
primero Du sen u. 

1®) y + Ay «* 8en (u + Au) 

2°) Ay «* sen (u + Au) - sen u 



4 °) 


lim Ay 
Au + 0 Au 


lia 

Au-*-0 



lim 

Au^O 



lio Ay 
Au + O Au 


eos u (1) 


o eos u 


esto es: 


Duy » D u sen u » eos u 
finalmente sabiendo que Dxy » D u y Dxu 
se tiene: 

Dx sen u ■ eos u Dxu Q» D * 


TEOREMA III.11 DERIVADA DE LA FUNCION COSENO 
Hipótesis: 

Sea la función y - eos u. 

Tesis: 

Dx eos u » - sen u DjU. ... (8) 


Demostración: 

Se sabe que el coseno de un ángulo es Igual al seno de su complemento, 
entonces: 

eos u » sen ^ - u^ =£> y - sen ( y - 

»plIcando a esta función la fórmula (7) 

Djty = eos (y - u j D* (y - u j » eos ^y - uj (d* y - I^uJ 

- eos ( y - u) ( 0- D x u J » - cos{ y - uj D x u 


Teniendo en cuenta que: 

y » eos u 

y que también: 

eos ^y - u^“ sen u, 

resulta: 


Dx eos u *» - sen u Dx u 


Q.D. 


TEOREMA III.12 DERIVADA DE LA FUNCION TANGENTE 
Hipótesis: 

Dada y » tan u. 

Tesis: 

Djj tan u “ sec 2 u Dx u ... (9) 


Demostración: 


Considerando que tan u *> y aplicando la fórmula (5): 

_ sen u _ eos u Dx sen u - sen u D* eos u 

IKr CBXl U ° üv — O * r 

^ ^ eos u coa 2 u 







Demostración: 

Como cot u = co — , al aplicar la fórmula (5) queda: 
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Demostración: 

Ya que: 

i 

sec u ■ - 

C08 U 

aplicando (5a) 

sec u ■ 008 u 

o (-sen u) D*u ■ —"— ° Px u 

cos z u v ^ eos u coa u ^ 

D x sec u » sec u tan u Dxu Q* D * 



... ( 12 ) 
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Demostración: 


Recordando que cscu - al aplicar (5a) queda: 


Dv esc u ■ D* —-— - ~ r— D x o en u - 
ux uet u sen u sen 2 u x 

-1 « 1 eos u p, 

“ coa u Dx u - - D* u 


Dx esc u » - esc u cot u Dx u 

A continuación se agrupan las fórmulas para derivar funciones circula- 
res directas: 

Dx sen u - eos u Dx u (7) 

Dx eos u ® - sen u Dx u (8) 

D x can u » sec 2 u D x u (9) 

Dx cot u ■ - esc 2 u Dx u (10) 

L x sec u *> sec u tan u Dx u (11) 

Dx esc u «* - csc u cot u Dx u (12) 


Ejemplo 111.26 

Obtener la derivada de cada función. 

a) y - sen 2x 2 

Al aplicar (7) Dx sen 2x 2 » eos 2x 2 Dx 2x 2 - 
» eos 2x 2 (4x) ■ 4x coa 2x 2 

b) f(x) » tan x 2 

Al aplicar (9) queda: f'(x) » sec 2 x 2 Dx (x 2 ) 
f*(x) » 2x sec 2 x 2 

c) g(x) - sec 

Al aplicar (11) aec sec /x tan 

d 1 - sec tan Jx 

^ sec ^- m - 


'> r “ eos 


dr e 2 d / e 2 V 

Empleando (8): ^ - - sen T ^ ^ jj* 

- «"T (t) * - 6 sen T 


e) u » cot 


Usando (10): ^ " - «c 2 7 j; (7) 


f) y «* x 2 sec x 2 

Se aplican (4) y (11) 

Dxy - x 2 Dx sec x 2 + sec x 2 Dx x 2 - 

» x 2 sec x 2 tan x 2 Dx x 2 + sec x 2 (2x) 
» x 2 sec x 2 tan x 2 (2x) + 2x sec x 2 - 
«* 2x sec x 2 (x 2 tan x 2 + 1) 


Ejemplo 111.27 

Hallar la derivada de la función dada y valuarla para el valor 
indicado de la variable independiente. 


a) y • x eos x para xi «* 0 


Se aplican (4) y (8) : * x (-sen x) + eos x (1) 


^ ■ coa x - x sen x; para xi « 0 

^¿1 - eos (0) - sen (0) - 1 - 0 - 1 
“*Jx i»0 

b> f(x) - . para x - | 


Empleando: (5) y (7); f 1 (x) - 


x - sen x (1] 




c) F(0) « tan 3 0 - tan 0 + 0 para 0 - -r 
Aplicando (4a, 6 y 9). 


F'(0) 

■ 3 tar 

i 2 0 sec 2 

0 - sec 2 0+1 

F f (0) 

° tan 2 0 

sec 2 0 - 

(sec 2 0-1) 

f’(0 ) 

= tan 2 0 

sec 2 0 - 

tan 2 0 

F* (0) 

■ tan 2 0 

(sec 2 0 ■ 

- i) 

F* (0) 

- tan* 0 



"(i) 

10 (Aj ; 

’ü)- 

1 

9 
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III.5.2 FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS Y SUS GRAFICAS 


Las seis funciones trigonométricas descritas en el capitulo I, son pe¬ 
riódicas y por tanto no son blunivocas. Luego la inversa de una fun¬ 
ción trigonométrica no es función. No obstante, es posible obtener una 
función biunívoca de una función trigonométrica dada, restringiendo el 
dominio en forma apropiada y entonces la Inversa de tal función será u- 
na función. 


Asi y » sen Xj x e ir no es biunívoca pero la función: 
y - sen x, x e £ y e pl, ll • sí lo es. La gráfica de esta 

función se ve en la figura 'Hirió. “A esta parte de la gráfica se le 
conoce como la ñama psUnclpat. 



Figura III.10 


La función y = sen x anteriormente definida es biunívoca, y por tanto 
tiene una inversa que es función. Esta función Inversa se escribirá co_ 
rao ang sen x, que se lee ángulo cuyo aerto y es la función seno inverso. 


y, ye f f j. x. £i; l] 



por lo tanto: 
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La gráfica de y » ang sen x se muestra en la figura III.11: ang sen x 
representará la segunda componente de la pareja ordenada que pertenece 
a ang sen x y cuya primera componente es x. 


y 


ang sen x x 


sen y; y e 




Figura III.11 



La gráfica de ángulo coseno se muestra en la figura III. 13; se escri¬ 
birá ángulo coseno para designar la segunda componente de la pareja ojr 
denada que pertenece a ángulo coseno y cuya primera componente es x. 


y “ ang eos x x » eos y, y € Jo, n 


Considérese ahora la función: 


’y ■ coa x, x e 




cuya gráfica se muestra en la figura III.12. Puesto que la función re 
cién definida es blunívoca, su Inversa es una función. Dicha función 
Inversa se designa por ángulo coseno y es la función coseno Inverso. 



Figura III.13 
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La función tangente no es biunivoca, sin embargo, se puede expresar el 
dominio en condiciones tales que la función tangente sea blunivoca, co¬ 
mo: 


y ■ tan x. 



y € R 


La gráfica de la función ang tan se muestra en la figura 111.15 
ang tan representará la segunda componente de la pareja ordenada que 
pertenece a ang tan cuya primera componente es x. 


y 


ang tan x x - tan y 




Figura III.14 


La función tangente así definida es biunivoca y de ahí que su inversa 
sea función, donde se designa como ang tan, a la función tangente inve£ 
sa. 

x « tan y, y € (- f ) x 



Considérese la función cotangente definida por: 

y = cot x, x € (0, TT), y e R 

cuya gráfica se muestra en la figura III.16, esta función cotangente 
asi definida es biunivoca y de ahí que su inversa sea una función. La 
inversa se designará como ang cot x, es la función cotangente Inversa. 

x - cot y , y e (0, TT), X 6 R 


€ R 
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Figura III.16 


La gráfica de ang cot x se muestra en la figura III.17, an8 cot x re 
presentará la segunda componente de la pareja ordenada que pertenece 
a ang cot y cuya primera componente es x. 

y » ang cot x x *» cot y y y e (0, V) 

Puesto que las funciones secante y cosecante no son blunfvocas, el do. 
minio de dichas funciones se seleccionará apropiadamente, el dominio 
seleccionado para tener una función blunfvoca consistirá en la unión 
de dos Intervalos. La selección se hace tomando en cuenta el resulto 
do más sencillo para más adelante definir las derivadas de las funcio¬ 
nes Inversas. 

Considerando el segmento de la función secante definida por: 
y - sec X, X e [-i, - ir/2] U [5, tt/|]; ver figura III.18. La fun¬ 
ción secante asi definida es blunfvoca y de ahf que su Inversa sea una 
función secante Inversa. 

x * sec y, y € f í, - v/2) U ]o, tt/2) 



Figura III.17 









La gráfica de ang sec x se muestra en la figura 111.19. 

y ■ ang sec x x - aec y; y e f u, - ff/2) U {o, ti/2) 



Figura III.19 


La función cosecante cuyo dominio se seleccionará como: 

y = CSC x, x e (- í!, - w/g u <o. u/g 

se representa en la gráfica de la figura II1.20. La función cosecante 
asi definida es biunívoca, y de ahí que su Inversa es una función. La 
Inversa se expresa como ang esc, es la función cosecante Inversa. 


x “ esc y, y e (- ti» - tt/f] U (0, tr/2] 
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La gráfica de ang cae se muestra en 
y - ang cae x x “ 080 y 


la figura III.21. 
ye (-ti, - tr/f] U (O, n/2] 



Figura III. 21 
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resulta: 



Demostración: 


La expresión y - ang eos u es equivalente a: u « eos y parao^ y£ tt. 
La derivada de ésta con respecto a y es: Dy u ® - sen y. “ 

Como D u y ■ — D u y ** D™ ang sen u ° --- 

U7 Dyu UJ u B _ Ben y 

donde: - sen y < 0 porque 0 < y < 7T 

pero: - sen y ■ - /I - cos 2 y y como eos y » u 


Dy ang eos u 



de donde se obtiene: 

D* ang eos u » 



Q.D, 






•i 1 

\ 

\ 




Demostración: 

La función. Inversa de y *» ang cot u es: u ■ cot y; 0 < y < ir, para 
la cual: Dyu= - esc 2 y 

ya que D u y » : 

Du ang cot - - — 


pero: esc 2 y *» 1 + cot 2 y ■ 1 + u* porque cot y = u 
entonces: D u ang cot u » - T~+~ü* de lo cua ^ se s1gue c * ue: 


Djc ang cot u » 


Px u 
1 + u* 


Q.D. 


K>|^ 
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TEOREMA II1.21 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA COSECANTE 

Hipótesis: 

SI y “ ang esc u 

Tesis: 

Dx « f i 

D* ang cae u -- 

u/u - 1 


Demostración: 

Como la función Inversa de y» ang esc u es u = esc y, 
y c - n/2j U (0, n/2] y la derivada de u = esc y con respecto 

a y es DyU ° - esc y coty , se tiéne que: 


Du y 



D u ang esc u 


1 

esc y cot y 


pero 
y cano 
así: 


cot 2 y - esc 2 y - 1 
cec y ■ u resulta que 
D u ang esc u = - 

u(±/u 2 • 


cot 

CSC 

7 ) 


y 

y 


■ ± /esc 2 y - 1 
cot y - u(±/u 2 - 1) 


además. Si u > 1 CSC y > 0, cot y > 0 esc y cot y > 0 

Si u < 1 esc y < 0, cot y < 0 esc y cot y > 0 

entonces: D u ang esc u -- 

u/u 2 - 1 

y la derivada con respecto a x es: 

Dx u 

D« ang esc u -- == Q.D. 

u/u* - 1 

Las fórmulas para derivar funciones circulares Inversas se resumen a 
continuación: 

ang sen u 
Dx ang eos u 
Dx ang tan u 
~ Dx ang cot u 
Dx ang sec u 


Dx u 


Dx u 
~ /I - u a 
Dx u 
1 + u* 

Dx u 
" 1 + u 2 
Dx u 
u/u 2 - 1 


(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
(17) 


Dx ang esc u 


Dx u 
u^u 2 - 1 


(18) 


Ejemplo 111.28 

Derivar cada una de las siguientes funciones: 
a), y *» ang sen x 2 
Aplicando (13): 


x a 


2x 


D v anR sen x 2 _ __ 

A - (x')l 

b) y*» ang tan'/x 

Aplicando (15): i 


D x ang tan /x e —- r- 

1 + (/¡c ) 2 1 + x 2 Jx (1 + x) 


c) y « ang cot x * 
Aplicando (16): 

Dx ang cot x s a - . 

d) y “ ang eos — 


Dx x* 

í+Tx 7 ^ 


3x z 

1 + x® 


Aplicando (14): / x \ 

v Dx U; 


D x ang eos — ■ - 






D x ang eos — = - 

e) y » y ang sec 2x 
Aplicando (4a) y (17): 


~ 1 „ 1 / O* (2x) \ 2 1 

D X j ang sec 2x - » 4x 7 ¿x 2 - 1 “ W - 1 

f) y » x ang esc x 

Aplicando (4) y (18): 

Dx(x ang esc x) = x ^j==== j + ang esc x (1) 



Dx(x ang esc x) » ang esc x - 


1 


x* - 1 


Ejemplo III. 29 

Hallar cada una de las derivadas indicadas y valuarla para el va 
lor dado de la variable independiente. 


a) Si f (x) = ang sen ~ ~ x „ hallar f' (a) 

3 X 

Se emplearán (3), (13). (5). (6a) y (2) 




y el valor de f'(x) para x • a es: 



b) Hallar g'(0), si g(r) - ang tan yv a r ~ 
Aplicando (15) y (5): 
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„ 1 + a 2 _ 1 + a 2 1 

a z r 2 + r 2 + a 2 + 1 " (a ¿ + 1) (r z + 1) r 2 + 1 

8 ' <r),3 7^+T « f(0) “FTT “ 1 

III.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA IMPLICITA Y EN FORMA 
PARAMETRICA 

III.6.1 DERIVADA DE LA FUNCION IMPLICITA 

Recordando que en una función presentada en forma Implícita la varia¬ 
ble dependiente no está despejada, como en la ecuación: 

2x 5 - x » 3y s + 2y + 8 ... (A) 

y considerando que esta ecuación define a y como una o más funciones de 
rlvables de x, se puede hallar la derivada de y con respecto a x por el" 
.proceso llamado d&Uvaxúón ¿mptúUXa, el cual se presenta a continuación: 

el primer miembro de la ecuación (A) es una función de x; sea: 

F(x) = 2x 8 - x 

el segundo miembro de (A) es una función de y, sea: 

G(y) - 3y 3 + 2y + 8 
donde y es función de x, es decir: 

y “ f(x) 

por lo que la ecuación (A) se puede escribir como: 

F(x) «* G(y) 0 bien F(x) » G(f(x)) 

entonces se tiene: 

D x F(x) - G(y) ... (B) 

D* Q* 5 - 3 - ■>* Dy* + 2y + g 

la derivada de F(x) se puede obtener fácilmente: 

D x F(x) - Dx (2x 5 - x) » lOx 4 * - 1 ... (C) 

la derivada de G(y) se debe obtener usando la regla de la cadena, ya 
que G(y) » 3y* + 2y + 8 y se pretende derivar con respecto a x: 
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Dx G(y) = I>x(3y 3 + 2y + 8) - 9y 2 D x y +2D x y ... (D) 

sustituyendo los valores de (C) y (D) en (B) se tiene: 

10x* - 1 - 9y 2 Dxy + 2D X y » D x y (9y 2 + 2) 
despejando Dx y se tiene: 


D x y 




y 3 - 8x 3 v 2 _ 

4x s y - 3xy z +8-2 

¿y 

_ y 3 ¿v - 8x 3 v 2 Vv _ 

4xV Jy - 3xy 2 >^ + 8 ^ - 2 


Dxy 


lOx 1 * - 1 
9y 2 + 2 


La ecuación ( A) es un caso especial donde todos los términos en x es. 
tán separados de los términos en y. Sin embargo, la Idea de la deriva^ 
clén implícita es general y lo Importante es derivar cada uno de los 
términos de la ecuación tomando en cuenta que y no es la variable inde 
pendiente y de ahí la necesidad de usar la regla de la cadena. 


Ejemplo 111.30 

Usando la derivación implícita, hallar D x y de: 

2x* y 2 - xy 3 + 8y b/y ... ( a ) 

Suponiendo que existen una o mas funciones derivables tales que si 
y 0 f(x) la ecuación (a) se verifica, al derivar ambos miembros con 
respecto a x se tiene: 

Djj (2x*y 2 - xy 3 + 8y) =» Dx (4*^T) 

Dx (2xV) - Dx Cxy 3 ) + D x (8y) = Dx (4^) ... (b) 

Calculando por separado cada una de las derivadas: 

Dx (2xV) ° 2x* Dxy 2 + y 2 D x 2** = 2x" 2y Dxy + y 2 8x 3 = 
“ 4x‘*y Dj¿y + 8x V 2 

O, (xy 3 ) » x Dxy 3 + y 3 Dxx » 3xy 2 Dxy + y 3 
Dx 8y ** 8 Dxy 

D * fu) 

Sustituyendo estos resultados en (b): 

4xV Dxy + 8xV 2 - 3xy 2 Dxy - y 3 + 8 Dxy « Dxy ... <c) 
Despejando Dxy de la ecuación (c): 

Dxy (4xV - 3xy 2 + 8 - -j^) - y 3 - 8xV* 


Es conveniente notar cómo aun cuando de la ecuación que define una 
función implícita no sea posible despejar la variable dependiente y, 
su derivada Dxy siempre se puede despejar después de derivar, pues 
queda de primer grado. Además, en general, el resultado contiene tan 
to a x como ay. - 


Ejemplo III.31 

Encontrar Dxy de la ecuación: 

sen (xy) ° x 2 + y 

Dx [sen (xyj] = Dx (x 2 ) + Dx (y) 

[eos (xy)] Dx (xy) « 2x + Dxy 
[eos (xy)] (y + x Dxy ) » 2x + D x y 
D x y [x eos (xy) - l] = 2x - y eos (xy) 


D x y 


c l x - - .. y 5 o8 (*y) 

x eos (xy) -1 


Ejemplo III.32 

Encontrar Pxy “y 1 de la ecuación x 3 - 3xy 2 + y 3 = 1, y calcular, 
su valor en el punto P(2, -1). 

3x 2 - (3y 2 + 6xy y') + 3y 2 y* » 0 

y' (3y 2 - 6xy) ® 3y 2 - 3x 2 



y' 



(-D 2 - 2 2 
I-l)^ - 2(2) (-1) 


1-4 
1 + 4 




III.6.2 DERIVADA DE LA FUNCION DEFINIDA EN FORMA PARAMETRICA 


Se ha visto la derivación de funciones explícitas y de funciones dadas 
en forma Implícita. Como se vio en el capitulo I, existe otra forma de 
presentar una función y ° F(x), que es la forma paramétrlca: 

f x » f(t) .. ♦ (11) 


y » g(t) 


... ( 12 ) 


En esta parte se trata de calcular la derivada de y con respecto a 
x: D*y de una función dada en forma paramétrlca, para lo cual se 
aplicará el siguiente razonamiento. 

De la regla de la cadena: 

Dxy - D t y Dxt ... (13) 

en donde Dxt se puede calcular despejando t de la ecuación (11), lo 
cual no siempre es fácil y a veces es imposible. Otra forma de calcu¬ 
lar Dxt es usando la derivada de la función Inversa, o sea: 


con lo que la ecuación (13) se puede escribir: 

*;y - Dty 

tv.v - ÍLZ = «'(t) 

Dx y £ £ i| t y 

La fórmula anterior permite calcular la derivada de una función paramé 
trica, sin tener que llegar a la ecuación cartesiana de la función. 


Ejemplo III.33 

Encontrar Dxy de la siguiente función: 

|x - 2t 2 - c 

|y - + /i - 1 

a) Usando la fórmula anterior. 

b) Eliminando el parámetro t y derivando el resultado. 


Solución 

a) Dxy 


M+/t - 1) 
D t (2t 2 - t) 


277 _ 

4t - 1 * 8t 


l 
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III.6.3 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES IMPLICITAS 

En el Inciso III.6.1 se presentó el procedimiento para obtener la prj_ 
mera derivada de una función Implícita. 

Una vez obtenida la primera derivada en términos tanto de la variable 
independiente como de la dependiente, la segunda derivada se encuentra 
derivando ambos miembros de la ecuación obtenida, tomando en cuenta que 
en el segundo miembro puede aparecer la variable dependiente teniéndo¬ 
se que aplicar en estos casos la regla de la cadena. 


Ejemplo III.35 

Encontrar la segunda derivada y" de: 

xy - y 2 + 2 = 0 

Solución 

Derivando implícitamente para encontrar y 1 : 

xy 1 + y - 2yy’ ** 0 

despejando y*: 

? -y 

y a T^zT 

derivando en la ecuación anterior para obtener y": 



Con esta ecuación se tiene la segunda derivada y se puede observar 
que esta queda en términos de x y y’. Será conveniente tener a y” co 
mo función de x y de y únicamente, para lo cual bastará sustituir el 
valor de y' en la última ecuación. 



Es posible encontrar la segunda derivada sin necesidad de tener una 
ecuación explícita para la primera derivada. Para esto sólo es necesa^ 
rio tener una ecuación que contenga la primera derivada y derivarla im 
plícitamente. 


Ejemplo III,36 

Del ejemplo anterior, obtener y" a partir de la ecuación: 

xy* + y - 2yy 1 « 0 

Derivando implícitamente: 

x Dxy' + y’DjjX + D*y - 2D X (yy’> “ 0 

xy- + y’ + y’ - 2 <yy" + y* y’.) - 0 ... (a) 

despejando y": 


y’ 1 (x - 2y) - 2 (y') 2 - 2y' 



en esta expresión y" se encuentra también en términos de x, y, y*. 
Sustituyendo: 



Los resultados obtenidos para y" son equivalentes obviamente. 


El procedimiento para obtener la derivada enésima de una función Im¬ 
plícita es derivar la ecuación que contenga a la derivada de orden 
(n - 1) ya sea que esté despejada o no. 
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Ejemplo III.37 

Del ejemplo anterior obtener la tercera derivada y'" 


III. 6 .4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES DEFINIDAS PARAMETRICAMENTE 


Solución 

Partiendo de la ecuación (a): 

xy" + 2 y ? - 2 yy" - 2 (y ') 2 = 0 
derivando implícitamente: 

xy"' + y" + 2 y" - 2 yy' M - 2 y T y" - 4y*y" = 0 
xy'” + 3y" - 2yy ,,f - 6 y'y n » 0 


despejando y ,M : 

y*" (x - 2 y) » 6 y 1 y" - 3 y" =$> y’" - *Y % Y"J V 

x - ¿y 

sustituyendo las expresiones de y' y y" obtenidas antes: 


6 / -y \[ 2 xy - 2 y* 

3 2 xy - 2 y 2 

„••• „ " 2 y/ (x - 2 y) 3 

_(* - 2 y )* 

7 x- 2 y 


~ 6 y ( 2 xy - 2 y 2 ) 6 xv 

_(* - 2 y)>_<*_ 

- 6 v 2 

- 2 y ) 3 

1 

H 


- 2 y*) - (x - 2 y)( 6 xy - 6 y») 

_ (x - 2 y) l > _ 

x - 2 y 


~ 12 xy 2 + 12 y 3 - 6 x 2 y + 12 xy 2 + 6 xy 2 - 12 ^* 
(x - 2 y)* 


En el Inciso III.6.2, se estudió la derivación de funciones dadas para 
mótrlcamente y se demostró que: “ 

VÍÜI ...un 

El objetivo de este tema es encontrar una forma para obtener las deriva 
das de orden superior de una función definida paramétrlcamente. 

Se sabe que: 

D 2 y-D x (Dxy) ...(15) 


Cuando se utiliza la expresión (14) la derivada Dxy es en general 
función de t y no de x, entonces existe la necesidad de aplicar la re 
gla de la cadena para aplicar (15). 

Djy- D t (D x y) D x t 


pero: 


entonces: 


La ecuación (16) permite calcular la derivada segunda de una función 
paramétrlca, para lo cual es necesario conocer la primera D x y como 
función de t. 


D * t 


D. 




. (16) 


y 


i»» 


Siguiendo un procedimiento análogo para determinar la enésima deriva¬ 
da, por definición se tiene: 


■>> 


d * (°rv) 


-6x 2 v + 6 xy 2 
(x - 2 y ) 5 


6 xy 2 - 6x 2 v 
(x - 2 y ) 5 
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Aplicando la regla de la cadena: 



Es claro que para obtener la enésima derivada es necesario conocer to¬ 
das las derivadas anteriores. 


Ejemplo 111.38 

Calcular 4^- y para la función definida por: 

dx dx 2 


3t + t 3 


t 3 - 9t 
y-9— 


Solución 


luego: 


dx 1 + t 2 . d£ t 2 - 3 
dt “ Í8 * dt 3 ’ 


t* - 3 

dy 3 6(t* - 3) 6t 2 - 18 

di TTT* " 1 + t 2 t 2 + 1 






III.7 APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA DERIVADA 


Como ya se vio en la interpretación geométrica de la derivada, ésta re 
presenta la pendiente de la recta tangente a la curva en estudio en el 
punto en el que se ha valuado dicha derivada. Ahora se hará uso de es¬ 
te hecho para ejemplificar algunas de las aplicaciones geométricas de 
la derivada. 

Ejemplo III.41 

Hallar la pendiente de la tangente a la curva de ecuación 
y - x 2 - 3 

en el punto P(l, - 2). Ver figura 111,22. 

Solución 

m “ dx 5 m “ 2x; él " 2(l > " 2 

-*x » 1 

y por tanto: m = 2 



Figura III.22 
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Ejemplo III.42 

Determinar los puntos de la curva de ecuación y *» ^ donde 

la tangente es paralela a la recta de ecuación 2x - 5y + 5 B 0. 

Solución 

La ecuación do la recta puede escribirse y a -^-x + 1 de donde se 

2 ** 

deduce que su pendiente es: mi » -j 

La pendiente de la tangente a la curva en cada punto es: 

_ dy 10 

(1 - 2 x )2 

Como la condición de paralelismo entre dos rectas de pendientes 
oí y es mi « ni, se tiene: 

2 10 
5 (1 - 2x)2 


Resolviendo esta ecuación: 

(1 - 2x) 2 - 25 =¿> i - 4x + 4x 2 » 25 =¿>x 2 - x - 6 - 0» 
de donde: 

XI - 3, X 2 ° -2 

Para xi ■ 3: 



Para X 2 » - 2: 

y2 ' 1 - 2(-2) “ I ’ 1 

Los puntos buscados son: 

Pi (3, -1) y P 2 (-2, 1) 


Ver la figura III.23. 
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Figura IH.23 

Ejemplo 111.43 

Hallar la ecuación de la parabola y = x 2 + bx + c que es tangente 
a la recta y » x en el punto (1, 1). 

Solución 

Como la parábola debe pasar por el punto P(1, 1) las coordenadas 
de este punto deben satisfacer la ecuación de la misma. 

1 - <1) 2 + b(l) + c b + c - 0 ... (a) 

Puesto que la parábola y la recta deben ser tangentes en P, debe 
tenerse en dicho punto mi ** mí 

y ■ x mi ■ y 1 ■ 1 ••• Cb) 

De la ecuación de la parábola: 


D x y » 2x + b 


Para el punto (1*1): 


D x y ° mí » 2(1) + b ** 2 + b ... (c) 

J (l,i) 

de las ecuaciones (b) y (c): 

mi «* mí —fr. 1 « 2 + b 
por lo canto: 

b = - 1 

y con la ecuacián (a) c ■ 1 
de donde la ecuación de la parábola es: 
y - x 2 - x 1 




III.7.1 ECUACIONES DE LA TANGENTE Y LA NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO DADO 


Iha aplicación geométrica de la derivada, en la que se aprecia clara¬ 
mente su Interpretación como la. peiuUentz dz la. -tangente, es aquella en 
la que se buscan las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal 
a una curva rrr. rnr*o dado. 



Figura III.24 


En efecto, sea la función f representada por la curva c en la figura 
III.24, y sea un punto p(xq, y Q ) de ella. De acuerdo a lo tratado con 
anterioridad, la derivada de la func1ó n f valuada en el punto p, es la 
pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto. Con ese va¬ 
lor de la pendiente y con el punto p, queda definida la ecuación de la 
recta tangente, mediante la ecuación: 

y - y G - *r <x - xo) 


- dfíx£| 

d* J 


en donde: 
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La recta normal a c en p es la recta perpendicular a la tangente y 
que pasa por p. 

Como las pendientes de dos rectas perpendiculares son reciprocas y de 
signo contrario, la pendiente de la recta normal vendré dada por: 



Con este valor y el punto p, queda definida la ecuación de la recta 
normal a la curva, a partir de la ecuación: 


y - y 0 = m N Cx - x 0 ) 


Ejemplo III.45 

Encontrar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva 
dada en el punto indicado. 

a) y = x 2 - 4x + 3 en P(4, 3) 

Solución 

& ■ 2x - *4 " 4 =*■ "T ■ 4 

de donde: 

y - 3 ° 4 (x - 4) 
y - 3 « 4x - 16 

4x - y - 13 ° 0 (ecuación de la tangente) 

Ahora: mjj — i 

por lo que: 

y - 3 - - ±<x - 4) 

4y - 12 “ - x + 4 

x + 4y - 16 “ 0 (ecuación de la normal) 

b) y » /x - 3 en P(4, 1) 


dy 1 dy 1 

dx 2^T^3* dxj p ° 2 m T 


JL 

2 


Solución 
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de donde: 

y - 1 - j (x - 4) 

2y - 2 o x - 4 

x - 2y - 2 ■ 0 (ecuación de la tangente) 
se tiene: ra N ° - 2 

por lo que: 

y - 1 - - 2(x - 4) 

y - 1 - - 2x + 8 

2x + y - 9 » 0 (ecuación de la normal) 

III.7.2 ANGULO DE INTERSECCION ENTRE DOS CURVAS 

La dirección de una curva en un punto se define como la dirección de 
su recta tangente en ese punto. 

Asi, la dirección de la curva C de ecuación y » f(x) en el punto 
P(x , y c ) estS dada por el ángulo de Inclinación de la recta tangente 
pt o bien por la pendiente de ésta: 

m » tan a » f'( xq) 

Ahora es fácil definir el ángulo formado por dos curvas Ci y C 2 al 
cortarse en el punto P(xo, y G ) como el ángulo $ que determinan las tan. 
gentes a las curvas en p. (Véase figura 111.25). 



Figura III.25 


Sean y » f 1 (x) y y » f 2 (x) las ecuaciones de Ci y c 2 respectivamente, 
se tendrá: 

mi - tan ai - f/ (xq); m2 ■ tan a 2 0 (x c ) 

En la figura II1.25, es evidente que 4 - a 2 - 01 

con lo que el ángulo 4 puede determinarse por medio de las derivadas 
de y » fi(x) y y - fa(x) teniéndose: 

$ ® ang tan ^(*0) “ ang tan f i (*<>) 

Otra forma de obtener 4 es mediante la fórmula: 




xi - 0 ; 

yi ■ 0 ; 


X2 0 2 

yi ** I 



Las parabolas se cortan en el origen y en el punto P(2, 1). Aho¬ 
ra dado que las tangentes a las parábolas en el origen son los pro 
pios ejes coordenados, el ángulo que forman en este punto es de 
90°, (ver la figura III.26). Se determinará'ahora el ángulo en P: 

De (a), derivando implícitamente: 




<{> ■» ang tan 1 - ang tan -j- 

= 45° - 14.03° 

“ 30.97° 

- 30°58' 

o bien: ^ _1 

tan _ o ^ =$> $ » ang tan t » 30° 58' 

l + (1) f 5 5 



Figura III.26 
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Ejemplo III.47 

Calcular el ángulo de intersección de las curvas y “ x 2 ; y =*x s 
Solución 

Puntos de intersección. Resolviendo las ecuaciones como simtiltn 
neas por igualación: 

x 2 - x 3 x 2 (x - 1) » 0; xi » 0; x 2 ° 1 

yi - 0 , y 2 - 1 


Los puntos de intersección son: 

Pi (0, 0), P 2 (l, 1) 

Cálculo de las pendientes: 


y " x 2 =#> 

y' 

- 2x; raj 

= 2x 

y - x 3 => 

y 1 

» 3x 2 ; m 2 

= 3x : 


Cálculo de los ángulos de intersección: 
para Pi(0, 0) 

njj ® 0, m 2 = 0 
por lo tanto: 

ai » ang tan 0 =£► ai ° 0 


para 


P 2 (l, 1) 

o t » 2, o 2 » 3; tan a 2 
a 2 - ang tan -y » 8°8' 



3-2 
l + 6 


l 

7 


III.8 APLICACIONES FISICAS DE LA DERIVADA: RAZONES DE VARIACION Y VARIA¬ 
BLES RELACIONADAS 

III.8.1 LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO 


Sea una función y = f(x), si para un valor de la variable Independien 
te x, se da a ésta un Incremento Ax y se calcula el correspondiente 1n’ 
cremento Ay de la variable dependiente, al dividir Ay entre Ax se t1e~ 
ne la razón de cambio promedio de y con respecto a x, cuando la varia- 
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ble Independiente cambia de x a x + Ax. es la razón de cambio pro 

medio de y con respecto a x, para el valor de x determinado y el Ax da_ 
do. 

x 2 

Por ejemplo para la función y » -¿y se tiene: 

Av . (x + Ax > 2 _ Av = x 2 + 2x(Ax) -f (Ax) 2 _ ¿, 
ay 2 2 ’ y 2 2 ’ 

Ay » xAx + -|(Ax) 2 
SI se divide entre Ax: 

& = x + i (Ax), si y cambia de 2 a 3, Ax « 1 
luego: « 2 + |(1) = 2.5 


^ « 2.5 indica que la razón de cambio promedio de y con respecto a x 
es Igual a 2.5 cuando x aumenta de 2 a 3. 

SI el intervalo de x a x + Ax disminuye, es decir sí Ax tiende a cero, 
al calcular el limite cuando Ax -*■ 0 la razón de cambio promedio de y con 
respecto a x se convierte en razón de cambio en un punto. 

lim A^ n dy. 

Ay 0 Ax dx 


La derivada de y con respecto a x es la razón de cambio de y con res¬ 
pecto a x para un valor definido de x. 

En el ejemplo anterior la razón de cambio de y con respecto a x es: 



en cada punto y para x = 2 vale ^ » 2 


Cuando la variable independiente es el tiempo t, como en una función 
y - f(t), se tiene que: es la rapidez de variación de y para un 

valor definido de t. 


Si en un problema Intervienen variables que son funcior... ^ del tiempo 
y dichas variables se pueden relacionar, entonces derivando respecto al 
tiempo es posible hallar una relación entre la rapidez de variación de 
las variables consideradas. Por ejemplo si x » g(t); y - h(t), y - f(x). 


Una sugestión para proceder a resolver problemas de esta índole, son 
los siguientes pasos: 


1. Enlistar los datos y las magnitudes buscadas. 

2. Trazar una figura representativa del enunciado del problema y don 
de se establezca una convención para Indicar con qué letra se es¬ 
tá representando cada variable Involucrada. 

3. Escribir la relación que ligue a las variables involucradas. 

4. Derivar con respecto al tiempo. 

5. Sustituir en el resultado del paso anterior las .magnitudes incluí 
das en los datos y despejar las que se buscan. 


Desde luego que, según el caso, pueden combinarse entre sí estos pa¬ 
sos sugeridos. 


Ejemplo III.48 

Una escalera de 3.00 mts. de longitud está apoyada sobre un piso 
horizontal y contra un muro vertical. Si el extremo inferior de 
la escalera se aleja del muro a una velocidad de 1.20 m/s, ¿a que 
velocidad desciende el extremo superior en el instante en que su 
altura sobre el suelo es de 2.40 m.? 


Solución 

1. Datos t ° 3.00 m; «* 1.20 n/s, yi *» 2.40 o. 
Incógnita ^ 



ÉL « A f (x ) dx 
dt dx tW dt 


Figura III.27 



cuando yt ■ 2.40 m. 

xi - i/9 ~ (2.40) 2 - 1.80 m. 

3. x 2 + y 2 - 9 

4. Derivando con respecto al tiempo: 

2x — + 2v » 0 =4> * — + v » 0 
¿X dt + Zy dt U ^ X dt + y dt U 

5. Sustituyendo valores: 

1.80 (1.20) + 2.40 & - 0 =$> 2.40 & - - 2.16 


djr. 

dt 


2.16 

2.40 


- 0.90 tn/s 


que es la velocidad de descenso del extremo superior. 


Ejemplo III.49 

El foco de un arbotante está a 4.5 metros de altura sobre una ban 
queta horizontal. Un hombre de 1.75 m. de altura camina alejándo¬ 
se del arbotante a una velocidad de 44 metros por minuto. ¿A razón 
de cuántos metros por minuto crece su sombra?. 


Solución 

dx 

1. Datos: H « 4.5 m., h » 1.75 m., " 44 m/min. 

Incógnita: 


2. Figura: 



Figura III.28 
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dy 7 dx 
dt 11 dt 

5. Para -g- = 44 m/oin.; ^ = yj- (44) *» 28 m/min. 

La sombra se alarga a razón de 28 m/min. 

Ejemplo III.50 

Un papalote está a 30 metros de altura sobre el nivel del suelo 
y se aleja horizontalmente a una velocidad de 10 metros por según 
do del niño que lo sostiene. ¿A razón de cuántoa metros por según 
do está* soltando la cuerda el niño, cuando la distancia entre es¬ 
te y el papalote es de 50 metros?. 

Solución 

1. Datos: 

Altura h = 30 m. 

Velocidad horizontal ~ » 10 m/s 
Distancia inclinada zi » 50 m. 



Figura IH.29 
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3. De la figura III.29, y por el teorema de Pitágoras: 

z 2 = x 2 + h 2 z 2 “ x 2 + 900 • •• (®) 

4. Derivando respecto al tiempo t: 


2 z É2. rn 2x — ' ** a x dx 
2z dt ¿ * dt * dt z dt 

5. De (a): x «* /z 2 - 900 

Para z\ » 50 m, xi ® /(50) 2 - 900 


... (b) 


40 m. 


Luego sustituyendo valores en (b): 

H - IH < i ° b/s) ■ 8 ah 

El niño esta soltando la cuerda a razón de 8 m/s 


Ejemplo III.51 

En una fabrica de cemento se deposita arena de tal modo que se 
forma de una pila cónica, cuya altura es siempre igual a los 4/3 
del radio de la base. Sabiendo que el radio de la base aumenta a 
razón de 1/8 cm/s, icón qué rapidez aumenta el volumen de la pila 
cuando el radio de la base es de 90 cm.? 

Solución 


1 . 


Datos: 

h ■ 7 ri * i co/8 


Se busca ^ cuando r 


90 cm. 


2. Figura: 



3. En la fórmula que da el volumen del cono: 

V = -j 7ir 2 h 

4 

Se sustituye h D — r para tener una función de una variable: 


v ■ | «l 1 | r¡ 


V-|nr' 


4. Derivando respecto a t: 


dV 4 _ i dr 
dt " 3 r dt 


5. Para r = 90 cm y « I ^/g. 

dt 8 


^ TI (90) 2 J = 1350 TT cm 3 /s = 4241.16 cm 3 /s 


Se concluye que la rapidez con que aumenta el volumen de ar£ 
na cuando r = 90 cm. es: 

dV 


§“ - 4241.16 cm 3 /s 


Ejemplo III.52 

El aire de un globo esférico escapa haciendo que el volumen del 
globo disminuya a razón de 400 cm 3 por segundo, icón que rapidez 
disminuye el afea de la superficie del globo cuando su radio mide 
20 cm. ? 

Solución 

1. Datos: 

Cambio de volumen: 4^ " - 400 cm 3 /s 
dt 

. Incógnita: 

Disminución del área ~ cuando n ° 20 cm 

2. La figura es obvia. 

3. y 4. A “ 4 7ir 2 =£► 4 ^ ° 8 Tir 4 ^ 

dt dt 


... (a) 

... (b) 


Figura III.30 
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CAPITULO IV VARIACION DE FUNCIONES 


INTRODUCCION 


En los capítulos anteriores se tocaron los conceptos de función, 
límite, continuidad y derivada, así como ejercicios de aplicación 
de los mismos. De esta forma ya se tienen herramientas para el 
estudio de la variación de una función, por lo que en una primera 
parte se tratarán algunos teoremas de apoyo para más adelante 1n- 
troduclr las características fundamentales de variación como son 
los Intervalos en los que una función crece o decrece, sus extre¬ 
mos, sus puntos de Inflexión y el sentido de su concavidad. Y 
así se podrá proceder al trazo de su gráfica sin necesidad del 
uso de la tabulación. 


Cabe hacer notar que este capítulo también contempla problemas 
relacionados con aspectos ffsipos y geométricos, en los cuales el 
estudiante debe construir el modelo matemático para llegar a su 
solución. 


IV.1 TEOREMA DE WEIERSTRASS, TEOREMA DE BOLZANO, TEOREMA DE ROLLE Y TEO 
REMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL 


La demostración de los teoremas de Welerstrass y de Bolzano, cae fue¬ 
ra de los propósitos de estos apuntes, por lo cual se da solamente su 
enunciado e Ilustración geométrica. 

Estos teoremas son necesarios para el mejor entendimiento de los con¬ 
ceptos que se estudian en el desarrollo de este capítulo y principal¬ 
mente sirven de fundamento en la comprensión del teorema de Rolle, el 
cual es a su vez la base para el estudio del teorema del ValoK Medio 
deJL Cálculo tU¿eAvuUal. 


TEOREMA IV.1 DE WEIERSTRASS 

Hipótesis: 

La función y - f(x) es continua en el Intervalo cerrado [a, b]. 

Tesis: 

Entre todos los valores de f(x), en el Intervalo [a, b], hay un va¬ 
lor m - f(xi), llamado máximo absoluto, que no es superado por. nin¬ 
gún otro valor de f(x) en b] y un valor a - f(x 2 ), llamado mínimo 
absoluto, que no supera a ninguno de los valores de f(x) en [a, b]. 


o - f(x 2 ) <, f(x) _< f(xi) - M 


Esto es: 





< l x>j - (°x)j » °/l [V»] * ** ¿ Hq 4 «Q 3 °* 

:x ap sajo [va sop caed 8[dum3 as cuiajoa) oiptp tena 
gl ua * 2 * AI wn6w gi ua Gquasaud as Giuaaoaq aqsa op uppGjqsntL eun 

oMvnoa aa vraaoai naa voiaiawoao NOioviaHáuaan 


’(°*)J » °* 

anb auap as ‘[q'»] ua x ap °x jolga un GJtGd souaui opucno 


LH 


:sjsai 


H > °X > m 


:anb ig; (x)j ap jolga un °X Gas K 
£q '«] opcjuao oiGAja^uj. la ua Gnu puco uppunj. oun (x)j = A cas 

:sLsa)9d^H 
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2. y “ f(x) es derlvable en el intervalo abierto (a, b). 

3. f(a) » f(b). 

Tesis: 

Existe por lo menos un valor x x e ( a , b) para el cual: 
f’CxO « 0 


Demostración: 

Como y » f(x), es continua en [a, b¡ , según la condición (1) de la hj_ 
pótesis, por el teorema de Weierstrass se garantiza la existencia de un 
mínimo absoluto m y un máximo absoluto M en [a, b]. 

Considérese primero el caso particular en que los valores m y M, se 
presentan en los extremos a y b del intervalo £a, b], es decir que 

m = f(a) y M ® f(b), figura IV.3. Entonces por la condición (3) de la 
hipótesis, se tendrá: 


Según el teorema de Weierstrass el valor máximo absoluto M » f(xt) no 
es superado por ningún valor de f(x) en [a, g, por consiguiente se ten. 
drá: 

f(xx + Ax) £ f(xi), a < xi < b, (xi + Ax) 6 (a, b) 
por lo cual: 

f(xi + Ax) - f(xi) £ 0 

Dividiendo ambos miembros de esta desigualdad entre Ax ^ 0 resulta: 
t(x ‘ + ' f * X | * > 0 si Ax < O ... (1) 

^- + W ' f(x ' ) < O sí iOO ... (2) 

si Ax o“ por (1), y por la definición de derivada lateral por la iz. 
quierda: 


m ■» f(a) ■ f(b) » H » k (k es una constante) 

Esto corresponde al caso de una función constante f(x) » k para la 
cual a todo valor x. e (a, h) corresponde f'(xj) » o ya que la deri¬ 
vada de una constante vale cero. 


lim f(x¡ + Ax) - f(xi) 

Ax 0“ Ax — 


f'(xi) > 0 


... (3) 


si Ax ■* 0 + por (2), y por la definición de derivada lateral por la de¬ 
recha: 


Obsérvese que en este caso particular, el teorema se cumple para todo 
valor de x en el intervalo (a, b). 



Figura IV. 3 

Considérese ahora que al menos uno de los valores m ó H corresponde a 
un punto Interior del intervalo [a, b^. Para fijar ideas, supóngase 
que M - f(X|) donde a á xj £ b. 


AxíV '■ frt + ¿ Ax ~ t< : X|) 1 0 =* 4 <*■> i * ••• W 

Según (3) la derivada lateral por la izquierda para x « xi es positi¬ 
va o nula, y según (4) la derivada lateral por la derecha para x «> xi 
es negativa o nula; pero por la condición (2) de la hipótesis, la fun¬ 
ción es derlvable en (a, b) por lo que es derlvable para x ® xi. Esto 
implica lo siguiente: las derivadas laterales para este valor de x de¬ 
ben ser Iguales, así que la única posibilidad es: 

fi(xi) “ f+ (Xi) » 0 f* (xj) ** O, a < Xi < b 


INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE ROLLE 


Sea la función y » f(x) que cumple con las condiciones de la hipótesis 
del teorema. Esto Implica lo siguiente: 

Por la condición (1), la gráfica de y = f(x) es continua en el interva 

io e, g. 

Por la condición (2), dicha gráfica es una curva que tiene tangente en 
cada uno de sus puntos en (a, b). Tal vez no admita tangente en lospuji 
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tos extremos de abscisas x»ayx»byporla condición (3), los pun 
tos extremos Ay b de abscisas x ■ a, x - b, tienen la misma ordenada. 

A (a, c) B(b, c) 

El teorema demuestra que existe por lo menos un punto de la gráfica de 
y - f(x), en (a, b) en donde la tangente a ella es paralela al eje de 
las abscisas, es decir de pendiente cero. 

En la figura IV.4, se Ilustra el caso en que el teorema se cumple para 
dos puntos (xj, yj) y (x 2 , y 2 ). 



2. La función dada es derivable en el intervalo (- i^3, + «^)» P<>£ 
que siendo polinómica es derivable para todo valor de x. 

3. f(a) = f(- ¿3) - - 3/3 + 3/3 + 3 - 3 
f(b) - f( ¿3) » 3/j - 3¿3 + 3 « 3 
luego f(a) » f(b) 

La función f(x) - x 3 - 3x + 3 ai cumple con las condiciones de la 
hipótesis en el intervalo propuesto. 

La derivada de la función es: f'(x) “ 3x z - 3, asi que: 

f»( x ) - 0 3x 2 - 3 » 0 xi « - 1, xa " 1 

por lo cual: 

f'(-l) = 0, f’(l) - 0 

y como: 

-/3<l<+/3, - ¿3 < - 1 < + v'J 

se concluye que el teorema se verifica para: 

xi “ - 1 y X 2 ■ 1 
en el intervalo: 

[- S. + ñ ] 

Para ilustrar geométricamente este ejemplo, se presenta la figura 

XV.5. 


Ejemplo IV. 1 

Investigar si la función f(x) • x 3 - 3x + 3 cumple con las condi¬ 
ciones del teorema de Rolle, en el intervalo £ /í, + /£| Si cim 
pie, determinar los valores de x e (- /3, i/3) para los cuales se 
verifica el teorema. 

Solución 

Primero se investiga si la función cumple con las condiciones de 
la hipótesis del teorema: 

La función dada es continua en el intervalo £ /3 t + /f] ya 
que se trata de una función polinómica, la cual es continua 
para todo valor de x. 


1 . 







Ejemplo IV. 2 

Si la función f(x) “A - x 2 * 3 cumple con las condiciones del teo 
rema de Rolle en el intervalo E 3 » 3> hallar los valores de 
x c (-3, 3) para los que se verifica el teorema. Trazar la gráfi¬ 
ca correspondiente. 

Solución 

Si se aplican las condiciones de la hipótesis del teorema se ve 
que: 

1. La función es continua en el intervalo E 3 » J] dado que siem¬ 
pre se cumple que: 

lim (A - x v *) = A - x^ 3 es decir, ¥ Xq e E 3 » 3 
x **o 

lim f(x) “ f(xo) 
x x 0 

2. La derivada de la función es: 

roo ■-$«-<* 


Se observa que f'(x) no está definida para x t ■ 0 y 0 e(-3, 3), lúe 
go la función no es derivable en el intervalo (-3, 3), y por lo tan¬ 
to no cumple con la segunda condición de la hipótesis del teorema. 


Esto implica que el teorema de Rolle, no es aplicable a la función: 

f(x) *» A - x 2 ** en E 3 » 3 

En la figura IV.6, se observa que, aun cuando la gráfica de la fun 
ción es una curva continua y los puntos extremos A y B en el inter¬ 
valo dado tienen la misma ordenada, no existe ningún punto de la 
gráfica entre A y B donde la recta tangente a ella sea paralela al 
eje de las abscisas. 



Ejemplo IV.3 

Dada la función f(x) = |x - 2|, y el intervalo E 2 » 3» si es a V*L 
cable el teorema de Rolle, determinar el o los puntos donde se ve¬ 
rifica. 

Solución 

Para ver si se cumplen las condiciones de la hipótesis del teorema 
de Rolle es necesario ver primero si la función es continua en el 
intervalo considerado. Su representación gráfica es: 
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Figura IV. 7 


Continuidad. El tínico punto de sospecha es x - 2» en donde se 
tiene que: 

1. f(2) » 0 cumple 

2. lira f(x) - lim f(x) ** 0 cumple 

x ■+ 2“ x -*■ 2+ 

3« f(2) ° lim f(x) cumple 

x -*■ 2 

Por lo que f(x) es continua en x - 2 y por consiguiente en £-2, 6] 
Derivabilidad. Para x » 2 
V (x) » -1 f| (x) » 1 

de donde: 

f; (2) = - 1 y f' + (2) - 1 

como: 

r (2) 4 f; (2) 

f(x) no es derivable en x - 2 
De dichas conclusiones se tiene: 

1. La función es continua en £2, ó] 


2. La función no es derivable para xj » 2 e (-2, 6), luego no es 
derivable en el intervalo abierto (-2, 6). 

Esto hace que el teorema de Rolle no sea aplicable en este caso. 

La figura IV. 7 muestra la gráfica de la función dada, en la cual 
se ve que entre los puntos A(-2, A) y B(6, A), no hay ningtín punto 
donde la recta tangente sea paralela al eje de las abscisas. 


TEOREMA IV.4 

DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL 

Hipótesis: 


Sea la función y » f(x) que cumple con las condiciones: 

1. y ■ f(x) 

es continua en el Intervalo cerrado £a, b]. 

2. y - f(x) 

es derivable en el Intervalo abierto (a, b). 

Tesis: 


Existe por lo menos un valor x, en el Intervalo abierto (a, b) para 
el cual: 


f• ( x x ) - f W — ÍÍ*L- a < xj < b 

1 d - a * 


Demostración: 

Sea y - f(x) una función que cumple con las condiciones de la hipóte¬ 
sis del teorema y considérese la función auxiliar: 


Y(x) - f(x) - Ax ... (5) 

en la cual a es constante. 

Esta función es continua en el Intervalo |a, b] y derivable en el ínter 
valo (a, b), dado que es la suma algebraica de dos funciones que lo son. 

Por lo mismo, la función (5) cumple con las dos primeras condiciones de 
la hipótesis del teorema de Rolle y para que también cumpla con la terce. 
ra condición de dicha hipótesis, basta determinar el valor adecuado deA, 
estableciendo la condición: 

Vial - V(b) ... (6) 

Como 'Ha ) - f(a) - Aa y ¥(b) » f(b) - Ab, se tendrá segtín la expre¬ 
sión (6). 
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INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFE 
RENCIAL 


Sea el arco ab de la figura IV.8, la gráfica de la función y = f(x) que 
cumple con las condiciones del teorema del valor medio del cálculo dife¬ 
rencial en el Intervalo [a, b]. 

Entonces por las condiciones de la hipótesis del teorema, dicha gráfica 
será una curva, continua y admitirá tangente en cada uno de sus puntos en. 
tre a y B (excepto tal vez en los puntos A y b). 


El teorema establece que existe cuando menos un punto fa , yi) de la 
curva entre los puntos A y B, en el cual la recta tangente es paralela 
a la secante que pasa por los puntos A y B. 



Figura IV.8.1 


En efecto, la pendiente de dicha secante es: 


■ tan a 


b - a 
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Efectivamente, sean las funciones y -f»(x), y - f 2 (x) continuas en 
[a, b] y tales que fj (x) - f¿(x) en (a, b); considérese la función 
g(x) - fi (x) - f 2 (x). La función g(x) cumple con las condiciones del teo 
rema del valor rrtedlo del cálculo diferencial. 

Además: 

g'(x) « f/(x) - f¿(x) 

pero como: 

f{(x) - f¿(x) 

se tendrá: 

8'<x) = o 

entonces por el primer corolario: 

g(x) - k =r> fi(x) - f 2 (x) «* k 


Ejemplo IV.4 

Investigar si es* aplicable el teorema del valor medio del calculo 
diferencial a la función f(x) - x s - 5x 2 -3x en el intervalo Q, 3]. 
Si lo es, hallar el o los valores de x para los cuales se cumple 
dicho teorema en (1, 3). 

Solución 

Al aplicar las condiciones de la hipótesis del teorema se concluye 
lo siguiente: 

1. La función dada es continua en el intervalo Q, f] ya que es 
una función polinómica y por lo tanto es continua para todo 
valor de x. 

2. La función dada es derivable en el intervalo (1, 3), porque es 
derivable para todo valor de x por ser polinómica. 

Entonces sí es aplicable el teorema, y deberá tenerse, segón la 
tesis del mismo: 



f’(xi); 1 < xi < 3 


ya que: 

a “ 1 y b - 3 

f(3) - 3 3 - 5(3) 2 - 3(3) - - 27 f(l) - 1 - 5(1) - 3(1) = -7 
£(3) - f(l) . - . 27 7 —L21 „ . 10 
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por otro lado: 

f'(x) - 3x 2 - lOx - 3 

luego: 

3x 2 - lOx -3 o - 10 3x 2 - lOx + 7 = 0 

resolviendo esta ecuación se obtiene: 
xi » -j; *2 » 1 

como: 

\ e (1, 3) y l t (1, 3), 

el tínico valor para el cual se cumple el teorema en (1,3) es xi ° -j 


Ejemplo IV.5 

¿Es aplicable el teorema del valor medio del calculo diferencial 
a la función f(x) » 2/x en el intervalo £l, ¿]? En caso afirmati¬ 
vo, determinar el o los valores de x donde se cumple el teorema. 

Solución 

Aplicando las condiciones de la hipótesis del teorema, se ve que: 


1. La función f(x) » 2/x es discontinua para x - 0 y 

x “ 0 e ¡j- 1, 2~2 t luego la función no es continua en el inte£ 
valo cerrado 1, 2^]. No cumpliéndose la primera condición 
de la hipStesis, se concluye que el teorema no es aplicable en 
el intervalo mencionado. 


Gráficamente se puede constatar con mucha facilidad esta conclu¬ 
sión, observando en la figura IV.9, que no existe ningGn punto de 
la gráfica de y - 2/x entre los puntos A(-l, -2) y B(2, 1) en don 
de la recta tangente sea paralela a la cuerda que pasa por A y B. 



Figura IV. 9 

Ejemplo IV.6 

Hacer ver que el teorema del valor medio del cálculo diferencial 
no es aplicable a la función f(x) “ (x - 2)"* en el intervalo 
l0, 3], indicando por qué y trazando la gráfica correspondiente. 

SoluciSn 

La función f(x) «=» (x - 2) 2,1 es continua para todo valor de x, ya 
que siempre se tiene: 

lim f(x) - f( xq) 

X Xq 

luego la primera condicién de la hipótesis del teorema sx se cum¬ 
ple. 

1. f(x) » (x - 2) 2 * es continua en [0, 3¡ 

La derivada de la función es: 

f,(x) " 3 <!x - 2 2>»9 



Se observa que esta derivada no existe para x » 2 y 2 é ( 0 ^) ( 
luego no se cumple la segunda condición de la hipótesis del 
teorema. 

2 . f(x) “ (x - 2 ) 2 ** no es derivable en ( 0 , 3 ). 

Por esto no es aplicable el teorema. 

En la figura IV.10, se ilustra este ejemplo. Puede observarse 
que es imposible que la recta tangente a la curva en algún punto 
entre A y B, sea paralela a la secante AB. 



Figura IV. 10 


Otra forma en que suele presentarse la tesis del teorema del valor medio 
del cálculo diferencial es la siguiente: 

Si de: 



f'Ui); 


a < Xj < b 


se despeja f(b), queda: 

f(b) - f(a) + (b - a) f'(xi)j a < xx < b 

a<x l <b^x I -a> 0 , b-a> 0 =^ 0 < <1 ... ( 9 ) 


sea: 



se tendrá: 


0 < O < 1 
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luego: 


y 


xj ■ a + (b - a) 0 , • y si b-a**h;b»a + h 
x-a+he, 0 < 0 < 1 


Considerando esto en la expresión (9) 

f(a + h) » f(a) + hf'(a + h 0 ) 0 < 6 < 1 ... ( 10 ) 

Obsérvese que las expresiones (9) y (10) son equivalentes. 

. El teorema del valor medio del cálculo diferencial, puede ser muy ü- 
tll para estimar la magnitud de la variable dependiente y hacer apro¬ 
ximaciones numéricas. 


Ejemplo IV.7 

Empleando el teorema del valor medio del cálculo diferencial, es¬ 
timar *¿28. 

Solución 

Tomando 

f(x) = \£; f * (x) - - 5 — ; a - 27, b - 28 
y aplicando lo visto con anterioridad, queda: 

V28 - VÍ27 + £(28 - 27j] ; 27 < xi < 28 



Para mostrar'una aplicación del teorema del valor medio del cálculo 
diferencial expresado en la ecuación (10) se da el siguiente ejemplo. 



Ejemplo IV.8 
Demostrar que: 


Solución 
Sea : 


/iol - /ÍÜÓ < 


f(x) » /x; a “ 100 h = 1 


entonces a + h = 101 

f(a + h) - /ÍÓT, f (a) = v^lOO 

como: 

+ » 9 ) - f (100 + 6 ) --£ 7 === ! 0 < 8<1 

aplicando (10): 

■'ioi - •'ióó + 2^00 t r 0 < 6 < 1 

esto es: 

/ióT - /loo - 2 ? ldü + t : 


pero: 


luego: 


2718b 1 'rr < " w 


'reí - /rae < 


TEOREMA. DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL PARA DOS FUNCIONES 


TEOREMA IV.5 DE CAUCHY 
Hipótesis: 

Sean y = f(x), y = g(x) dos funciones que cumplen con las cond1ci£ 
nes: 

1 . y ■ f(x), y » g(x) son continuas en el intervalo £a, b], 

2 . y = f(x), y » g(x) son derlvables en el Intervalo (a, b). 

3. g’(x) 4 0 para todo valor de x en (a, b). 

Tesis: 

Existe por lo menos un valor xi en el intervalo abierto (a» b) para 
el cual: 


f(b) - f(a) f'U,) . 

g(b) - g(a) “ g' (x,) * 


a < x l < b 


... (ID 


Demostración: 

Conviene primero hacer ver que g(b) 4 g(a) para que la expresión (11) 
tenga sentido. 

En efecto la función y = g(x) cumple con las condiciones de la hipó¬ 
tesis del teorema del valor medio del cálculo diferencial en el Interva 
lo £a, b], luego se tiene: 


^b - a^ a ^ “ 8' (xi)» a < Xr < b 

pero: 

g'(x) 4 0 ■¥ X € (a, b) =r> g'<*i) 4 o 

a <b b * 0 ^ 6 < b > - 8<a) ¥ 0 =#■ g(b) ¥ 8 (a) 

Ahora bien, considérese la función auxiliar 

* (x) ° f (b) ~ - ~ g$ l® (x) " g(a í] ' “ f(a) J ••• < 12 ) 

Como puede observarse, <j> (a) ■ $ (b) = 0, entonces la función (12) cum 
pie con las tres condiciones del teorema de Rolle. 


Este teorema conocido también como tsjonsm dz Cauzhy , es fundamental 
para estudiar la Regla dz L' Hdpitat que se ve en el siguiente Inci¬ 
so. 


Como: 


♦'<«> - fjsj - Hjff g,(x) * 


(13) 





IV.2 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 


Al estudiar la variación de una función, es de principal Importancia 
saber si es creciente o si es decreciente. A continuación se estudian 
estas características de las funciones. 

La Idea de función creciente y de función decreciente puede introdu¬ 
cirse diciendo: 


Una función es creciente cuando al aumentar el valor de la variable i.n 
dependiente, también aumenta el valor de la variable dependiente. Una 
función es decreciente cuando al aumentar el valor de la variable inde¬ 
pendiente, disminuye el valor de la variable dependiente. 'Esto se con¬ 
creta en las siguientes definiciones: 



siendo xq y x^, + Ax dos valores cualesquiera de x en [a, b] 
Nótese que: 


157 


o bien que: 

> o Ax < 0, Ay < 0 

lo que evidentemente concuerda con la idea expresada anteriormente. 
En la figura IV.11, se Ilustra el caso de una función creciente. 



siendo x<, y x<, + Ax, dos valores cualesquiera de x en [a, ¿]. 
Se puede observar que: 


< O Ax > O, Ay < 0 

o bien que: 

^j“ < 0 Ax < 0, Ay > O 

La figura IV.12, muestra la gráfica de una función decreciente. 



Figura IV. 11 


Figura IV.12 





Para condicionar analíticamente la existencia de una función creciente 
o de una decreciente., se presentan los siguientes teoremas: 


Tesis: 

La función es decreciente en (a, b). 


TEOREMA IV.6 
Hipótesis: 

Sea y » f(x) una función continua en £a, bj, derivable en (a, b) 
y tal que f'(x) > 0 en (a t b). 

Tesis: 

La función es creciente en (a, b). 

Demostración: 

La función y « f(x) satisface las condiciones del teorema del valor me¬ 
dio del cálculo diferencial en [a, b] , por lo que si xq y + Ax son dos 
valores de x en [a, b¡, dicha función satisface las mismas condiciones 
en el intervalo Jxo, + Ax|» 

De acuerdo a la tesis del teorema mencionado se tendrá: 

f(x V + óx^ ~ Xo < XI < Xo + Ax 

pero segün la hipótesis del teorema en demostración: 
f'(x) >0 ■V' x 6 (a, b), 

entonces: 

f'(*i) >0; x 0 <x» <Xo + Ax 

por lo cual: 

fCxo + Ax) - f(x o) > Q 

y esto Implica que la función y » f(x) es creciente en [a, 5. 

En la figura IV.13 se tiené la gráfica de una función creciente en un 
intervalo [a, b] y se ve que la pendiente f'(xi) de la recta tangeji 
te en cualquier punto Pi(xi, yi) del arco AB es positiva. 


TEOREMA IV.7 
Hipótesis: 

Sea y » f(x) una función continua en £a, b], derivable en (a, b) 
y tal que f*(x) <0 en (a, b). 


Demostración: 

La demostración de.este teorema es totalmente similar a la del teorema 
IV.6, por lo que no se desarrollará, pero se ilustra en la figura IV.14. 



Un criterio general basado en lo anterior, para determinar la naturale¬ 
za creciente o decreciente de una función, consiste en determinar el si£ 
no de su derivada a lo largo de su dominio, sabiendo que si en un inter¬ 
valo la derivada es positiva, la función es creciente y si la derivada 
es negativa, la función es decreciente. 


Ejemplo IV.9 

Investigar para que intervalos de x la siguiente función es cre¬ 
ciente y para cuales es decreciente: 

f(x) » 2x s - 9x 2 + 12x - 3 

Solución 

La derivada de la función es: 

f 1 (x) » 6x 2 - 18x + 12 


... (a) 
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Esta función derivada es continua para todo valor de x, por lo 
cual» el valor de f'(x), solamente cambiará de signo pasando por 
el valor cero, por lo que es necesario determinar los valores de 
x que hacen f'(x) - 0 . 

Factorizando en (a): 

f*(x) - 6(x - 1) (x - 2) ... (b) 

f'(x) = 0 =£► 6(x - 1) (x - 2) *» 0 =£> xi ■ 1, X 2 » 2 

A continuación se obtiene el signo de f *(x) a la izquierda y a la 
derecha de x x y Xj (esto se facilita si se emplea la expresión (b), 
para determinar la naturaleza de la función dada. 


Si: 

si: 

si: 


x < 1 = 7 > f' (x) >0 =£► y » f(x) es creciente 

1 < x < 2 =^ f f (x) <0 =£► y » f(x) es decreciente 

x > 2 =£> f' (x) > 0 =¿> y » f(x) es creciente 


Como un complemento a la solución de este ejemplo se da la gráfi¬ 
ca en la figura IV.15. 



Solución 

f'(x) - 3x 2 - 12x + 9 = 3(x 2 - 4x + 3) «> 3(x - 1 ) (x - 3) 

f 1 (x) - 0 3(x - 1) (x - 3) = 0 xi » I, x 2 = 3 

Desde luego, si f'(x) no se puede factorizar, los valores que la 
anulan pueden obtenerse resolviendo la ecuación f'(x) ■ 0 como con 
venga. 


La obtención del signo de la derivada y las conclusiones pueden ojb 
tenerse haciendo el siguiente cuadro: 


X 

(x- 1 ) 

(x-3) 

f'Cx) 

f (x) 

- 00 < x < 1 

1 

B 


creciente 

1 < x < 3 

1 

I 

I 

decreciente 

3 < x < oo 

B 

B 

B 

creciente 


IV.2.1 SIGNO DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION BIYECTIVA 


Como se recordará una función blyectlva es aquella que cumple con ser 
inyectiva y suprayectiva, por lo cual se puede afirmar que a lo largo 
de su dominio se trata de una función creciente o decreciente. Esto 
lleva a pensar en su derivada con dos opciones de signo. 


f f (x) > 0 


o bien: 


f*(x) < 0 


Para ilustrar esto supóngase la función f(x) ** x 2 + 1 definida por: 
f: [ 0 ,oo) Q,oo> 

Se observa cómo su dominio y codominio de definición la obligan a ser 
uno - uno y sobre, por lo tanto cumple con ser blyectlva. Si se estu¬ 
dia su representación gráfica se verá que se trata ae una función neta 
mente creciente a lo largo de su dominio, por lo cual su derivada, co¬ 
mo se habla visto es cero o mayor que; es decir, f*(x) >0. 


Ejemplo IV.10 

Dada la función f(x) » x 3 - 6 x 2 + 9x, determinar en qué interva¬ 
los es creciente y en cuáles es decreciente. 
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Figura IV. 16 

Esto también se demuestra a través de la derivada: 


f * 00 “ 2x, X € [Ó.oo) 

que siempre es positiva o cero. 

Otro ejemplo podría ser el de la función f(x) - eos x definida por: 

f: [Ó, í] * [a, g 

cuya gráfica se ve en la figura IV.17 



Figura IV. 17 


Por las limitaciones en su dominio y codominio se tiene que la función 
es blyectlva, es decir uno - uno y sobre. 

La función es decreciente a lo largo de su dominio y por lo tanto su de^ 
rlvada es f'(x) < 0, lo que se comprobarla también derivando en el In¬ 
tervalo considerado. 

f'(x) “ - sen x X € [O, 3 

f’(x) < 0 

IV.3 MAXIMOS V MINIMOS 

La determinación de los valores máximos y mínimos de una función es de 
suma importancia en el estudio de la variación de la misma y conduce a 
una aplicación Inmediata del cálculo diferencial en la solución de mu¬ 
chos problemas prácticos. 



Como en estas definiciones sólo se consideran valores de x en un entor 
no de xo, se puede notar que una misma función puede tener más de un mS‘ 
xlroo relativo y más de un mínimo relativo y aún puede suceder que un mi 
xlmo relativo sea menor o Igual que un mínimo relativo. 

En la figura IV.18, se ve la gráfica de una función y » f(x), la cual 
tiene máximos relativos para x* y x 3 , presenta mínimos relativos para 
x 2 y x* y se observa que: 

f(Xi) < f(x„) 


TEOREMA IV.8 
Hipótesis: 

Sea la función continua y - f(x) y un entorno xo-ó<x<xo + 0 
del valor xq de su dominio en el cual se tiene: 




s 
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f'(xo + Ax) > 0 si Ax < Oí |Ax| < 6 * ... (15) 
f'(xo + Ax) <0 ai Ax > 0; |Ax| < 6 ... (16) 


Tesis: 

f (xq) es un valor máximo relativo de la función y - f(x). 



Por el teorema IV,6 y por la expresión (15) de la hipótesis, se ded£ 
ce que la función y - f(x) es creciente en el Intervalo x<>-6<x<. x 0 
por lo cual en este mismo Intervalo: 

f(xo + Ax) < f(xo) . •• (17) 

Ahora, por el teorema IV.7, y por expresión (16) de la hipótesis, se 
deduce que y = f(x) es decreciente en el intervalo x 0< 5 > x<x 0 + ó, lúe- ; 
go en este otro Intervalo se tiene: 

f(x© + Ax) < f(x Q ) ... (18) 

teniendo en cuenta (17) y (18) simultáneamente se concluye que: 

f(x 0 + Ax) < f(x 0 ), si |Ax| < Ó 

luego f( xq) es un máximo relativo de la función y » f(x) que se presen¬ 
ta para x - xq. 

Este teorema se Ilustra en las figuras IV.19 y IV.19.1. 



TEOREMA IV.9 

Hipótesis: 




Sea la función continua y - 
valor xq de su dominio en el 

f(x), y un entorno xq - Ó < x 
cual se tiene: 

< Xj, + ó del 

f'íx,, + Ax) <0 

si Ax < 0, 

| Ax | < Ó 

... (19) 

f'(xo + Ax) > 0 

Tesis: 

si Ax > 0 

|Ax| < ó 

... (20) 

fO^) es un valor mínimo relativo de la función y » f(x). 



Demostración: 


La demostración de este teorema es totalmente similar a la del teore¬ 
ma IV.8, y se basa alternativamente en los teoremas IV.6 y IV.7, por lo 
que no se demostrará. Geométricamente el teorema IV.9*, se Ilustra en 
las figuras IV.20 y IV.20.1. 
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Por lo anterior, se observa que lo que garantiza la existencia de un irá 
ximo relativo o un mínimo relativo de una función y » f(x) para ur. valor 
xq, es el cambio de signo de su derivada y' - f'(x) al pasar x creciendo 
por el valor x Q . 

Si dicho cambio de signo es de (+) a (-) se trata de un máximo relativo, 
si es de (-) a (+) se tiene un mínimo relativo. 

Ahora bien, la derivada puede cambiar de signo pasando por el valor ce¬ 
ro o cambiando bruscamente de un valor positivo a otro negativo o vice¬ 
versa. 

SI la función derivada y* - f'(x) es continua en un entorno del valor 
x 0 , al cambiar de signo lo hace pasando por el valor cero. Este es el 
caso que se ilustra en las figuras IV.19 y IV.20. 

Si la función derivada y' - f'(x) es discontinua en x c , puede cambiar 
de signo bruscamente como sucede en los casos ilustrados en las figuras 
IV.19.1 y IV.20.1. 

Al estudiar una función para determinar sus máximos y mínimos relati¬ 
vos conviene proceder en un orden lógico, para lo cual se presenta el 
siguiente criterio. 


IV.3.1 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 


Criterio de la primera derivada para determinar los máximos y mínimos 
relativos de una función y - f.(x). 

1. Hallar la derivada y' - f'(x). 

2. Obtener los valores de x que anulan o hacen discontinua a la deri¬ 
vada. Estos valores se conocen comúnmente como valores críticos 
de x. 

3. Investigar el cambio de signo de la derivada al pasar x creciendo 
por cada valor crítico x 0 , xi, X 2 , etc., deduciendo de ello si se 
trata de un máximo relativo o de un mínimo relativo según dicho 
cambio sea de (+) a (-) o de (-) a (+) respectivamente. 


Si al realizar esto último en un punto, la derivada no cambia de signo, 
la función y - f(x) no tiene máximo ni mínimo relativo. Este caso se 
muestra en las figuras IV.21 y IV.21.1. 



Ejemplo IV.11 

Escudiar la función f(x) ■ x 2 + 2x + A determinando sus máximos y 
mínimos relativos. Trazar su gráfica. 

Solución 

1. f’(x) - 2x + 2 

2. f'(x) - O 2x + 2 - 0 = 7 > x 0 - - 1 

El único valor crítico que se presenta es Xq » - 1 

3. Si x < - 1 f'(x) < 0 (tiene signo (-)). 

Si x > - 1 f'(x) > O (tiene signo (+)). 

Como el cambio de signo es de (-) a (+) se deduce que la función 
f(x) ■* x 2 + 2x + A, tiene un valor mínimo relativo para el valor 
crítico x G = - 1. 

El valor del mínimo es: f(-l) ** (-1) 2 + 2(— 1) + A * 3 


La gráfica se ve en la figura IV.22. 








Figura IV.22 

Ejemplo IV.12 

Determinar los valores máximos y mínimos relativos de la función 
f(x) - 10 + 12x - 3x 2 - 2x s . 

Solución 

1 . f'(x) - 12 - 6 x - 6 x 2 

ractorizando: f'(x) “ - 6 (x 2 + x - 2 ) «* - 6 (x + 2 )(x - 1 ) 

2. Como la función derivada es continua, se buscan los valores 
que la anulan únicamente. 

f'(x) ° 0 = 9 * - 6 (x + 2 )(x - 1 ) = 0 =£> xi = - 2, X 2 = 1 
Los valores críticos son xi = - 2 y X 2 = 1 

3. La investigación del cambio de signo de la derivada puede ha¬ 
cerse con el siguiente cuadro! 


x 

- 6 (x + 2 ) 

(x - 1 ) 

f’íx) 

f(x) 

- OC < x < - 2 
x » - 2 

+ 

- 

- 

Hay un mínimo 

- 2 < x < 1 
x - 1 

- 

- 

+ 

Hay un máximo 

! < x < ^ 

- 

+ 

- 
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El valor del mínimo es: f(-2) = 10 - 24 - 12 + 16 *» - 10 
El valor del máximo es: f(l) = 10 + 12 - 3 - 2 ■ 17 
Ejemplo IV.13 

Dada la función f(x) «* 3 - (x - 2) 2 6 , hallar sus máximos y raíni 
mos relativos si los tiene. 


Solución 

1 . f'(x) » - | (x - 2 y l H 



2. No existen valores de x que anulen a la derivada, pero x» ■ 2 
la hace discontinua, luego el valor crítico es xj. 

3 . x < 2 =£■ x - 2 < 0 =¿. 0 =¿. £'(x) > 0 (+) 

x > 2 =» x - 2 > 0 =£• V ^"2 > 0 =£. í'(x) < 0 (-> 

Evidentemente se tiene un máximo relativo para xi B 2 cuyo valor 
es f(2) - 3. 

En la figura IV.23, se ve la gráfica correspondiente. 



Figura IV.23 

Ejemplo IV.14 

Hallar los máximos y mínimos relativos de la función: 
5 - x 2 si x < 2 

f(x) = 

■| si x > 2 

Trazar la gráficA correspondiente. 

Solución 


Si X < 2: f'(x) 


2x 
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f’(x) ** O - 2x ■ O Xi ■ O que es un valor crítico. 

Si x > 2; f'(x) » no hay valor de x que anule o haga disconti¬ 
nua a la derivada. 

Para X 2 ° 2: f(2) “ 1 ■ lim f(x), f(x) es continua en x «* 2 

x **• 2 

y r (2) - - 2x] x „ 2 » - 4 < 0 

f|(2) - | > 0 

Esto implica que f'(2) no existe» así que X 2 ° 2 es otro valor 
crítico. Además por lo anterior se ve que al pasar x creciendo 
por el valor X 2 • 2, la derivada cambia de signo de (-) a (+)» 
luego f(2) « 1 es un valor mínimo relativo. 

Para el valor crítico: 

xi » 0 se tiene 
x < 0 =£► f*(x) >0 (+? 
x > 0 =¿> f'(x) <0 (-) 

Así que f(o) » 5 es un valor máximo relativo. 

La gráfica de esta función se ve en la figura IV. 24. 



Figura IV.24 


Ejemplo IV.15 




La gráfica de esta función ilustra los resultados obtenidos analjí 
ticamente. 



Figura IV.25 


IV. 3.2 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS 


Otra forma de analizar una función para máximos y mínimos relativos in 
cluye el empleo de la segunda derivada de la función como se ve a contT 
nuación: 
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Demostración: 

Como f"(*o) < 0, existe un entorno x 0 -ó<x<x 0 + ó de xo en el 
cual la función derivada y' « f'(x) es decreciente» luego: 

f*<Xo + Ax) > f' (xq) si Ax < 0 

|Ax| < ó 

f'ÍXo + Ax) < f'(xo) si Ax > 0 


pero como í'ÍXq) - o, lo anterior implica: 

f 1 (Xj, + Ax) > 0 (+) si Ax < 0 

|Ax| < 6 

f' (xq + Ax) < 0 (-) si Ax > O 

Esto hace ver que la derivada cambia de signo de (+) a (-), al pasar x 
creciendo por x^,, luego hay un máximo relativo para x » x,., cuyo valor 
es f(xo). 
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DemostracIon: 

Este teorema se demuestra en forma totalmente semejante al anterior. 

Con base en los teoremas IV.10 y IV.11, se da ahora el siguiente: 

Criterio de la segunda derivada para determinar los máximos y mínimos 
relativos de una función y = f(x). 

1. Obtener la primera y segunda derivada de la función. 

2. Hallar los valores críticos que anulan a la primera derivada. 

3. Calcular el valor de la segunda derivada para cada uno de los val£ 
res obtenidos antes como críticos, deduciendo que si para un valor 
critico x ® Xg, se tiene f'(xc) - o, entonces f(xo) es máximo reía 
tlvo si f’Cxo) < o y mínimo relativo si f M (xo) > o. 

En el caso en que f"(xo) » o ó fV(xo) no exista este criterio no es 
aplicable, teniéndose el recurso de aplicar el criterio de la primera 
derivada. 

Ejemplo IV.16 

Aplicando el criterio de la segunda derivada, determinar los má¬ 
ximos y mínimos relativos de la función: 

fCx) - x» + 3x 2 - 2 

Solución 

a) f'Cx) - 3x 2 + 6x f'Cx) - 6x + 6 

b) f'Cx) - 0 =^3x 2 + 6x= O ^ 3x (x + 2) - O 

Xj ” - 2, xj “ 0 que son los valores críticos. 

c) Para - - 2, f'C-2) = 6(-2) + 6 - - 6 < O 
luego ft-2) - (-2) 2 + 3(-2) 2 - 2 ® 2 ea un máximo 
relativo. 

Para Xj - 0, f"(0) - 6 > 0 por lo cual f(0) - - 2 

es mínimo relativo. 


Ejemplo IV.17 

Estudiar la función f(x) - ~~ x*-x* - x 2 encontrando sus 

máximos y mínimos relativos, aplicando el criterio de la segunda 
derivada. 

Solución 

a) f'(x) - 6x» - x 2 - 2x; 
f'Cx) - 18 x 2 - 2x - 2 

b) f'(x) 0 =£> 6 x* - x 2 - 2x » 0 =£> x C6x 2 - x - 2) ® 0 



Los valores críticos son: 


*1 “ o i ** - — ; - - Hr 

*> '■(-+)-“(+) -■(-+)-* 
■-(-+) •■+ >• 

luego hay mínimo relativo para x, - - —cuyo valor es: 

•(-+)■+(- -«•-+(-+)•-(-+)■ 


Xj - 0, f"C0) - - 2 < 0 


para: 
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luego hay máximo relativo para Xj ■ 0 cuyo valor es f(0) » 0 


para: 


f "(- r ) ■ 18 H -) 2 - 2 (- f ) - 2 * - 7 " > ° 

2 

luego hay mínimo relativo para x 2 ° cuyo valor es: 

«W-+ 


IV.3.3 PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS 


En la ingeniería y er- las ciencias, así como en la industria y en núes 
tra vida cotidiana, suelen presentarse ciertos problemas matemáticos iTa 
mados problema* de mdt xMnoi tj mínimo*. He aquí unos cuantos ejemplos: 

1. Una viga rectangular debe cortarse de un tronco de árbol circu 
lar, de manera que se tenga el menor desperdicio posible. 

2. De un material disponible puede construirse una cerca de 200 m 
de largo. Con ésta debe cercarse un terreno rectangular que 
tenga la mayor área posible, usando la pared de una fábrica c¿ 
do uno de los lados del terreno. 

3. Un cuadro está colgado sobre la pared, más arriba del nivel de 
los ojos de*un observador. A que distancia de la pared debe 
situarse el observador para que el ángulo subtendido por el 
cuadro sea el menor posible. 

4. ¿A quá altura arriba del centro de una mesa redonda debe col¬ 
garse una lámpara para obtener la máxima iluminacián posible 
de la orilla de ía mesa? 

Todos estos problemas tienen algo en común, no obstante sus diferencias. 
Cada uno requiere que se determine la forma de lograr un efecto Óptimo 
mediante la selección de una entre varias posibilidades. No es necesa¬ 
rio insistir en lo importante que es resolver tales problemas. Las ma¬ 
temáticas han creado algunos métodos generales muy útiles para resolver 
los. Estos métodos se estudian en el c átenlo dí^eAeiuUal. 


Comunmente lo primero que hay que hacer al resolver un problema de má 
ximos y mínimos es establecer el modelo matemático que representa la 
función cuyos valores máximos o mínimos se desean determinar. 

Aquí tiene una amplia aplicación de lo tratado en el capítulo I. 

Ho hay una regla aplicable a la solución de todos los problemas de má¬ 
ximos y mínimos, pero en la mayoría de ellos se observa el siguiente ojr 
den: 

I o Determinar la función cuyo máximo o mínimo se desea obtener, 
trazando un croquis cuando convenga. 

2 o SI la expresión resultante contiene más de una variable, las 
condiciones del problema proporcionarán suficientes relacio¬ 
nes entre éstas, para que la función pueda expresarse en tér 
minos de una sola variable. 

3 o A la función resultante se le aplican los criterios tratados 
anteriormente para el cálculo de máximos y mínimos. 

4 o En los problemas prácticos, muchas veces se ve con facilidad 
cuáles de los valores críticos darán un máximo o un mínimo, 
en consecuencia no siempre es necesario aplicar completo el 
paso anterior. 

5 o Conviene construir la gráfica de la función para comprobar el 
resultado obtenido. 

El cálculo de los máximos y mínimos puede simplificarse con ayuda de 
los siguientes principios: 

1. Los máximos y mínimos de una función continua se presentan al¬ 
ternativamente. 

2. Cuando c es una constante positiva, cf(x) es un máximo o un mí¬ 
nimo para los valores críticos de x que hacen a f(x) máximo o 
mínimo y no para otros. Cuando c es negativa, c(fx) es un máxl. 
mo cuando f(x) es mínimo y recíprocamente. 

3. Si c es constante, f(x) y c + f(x) tienen valores máximos y mí. 
nimos para los mismos valores críticos de x. 


Ejemplo IV.18 

Se quiere construir tma caja rectangular de base cuadrada sin ta 
pa. Calcular el volumen de la caja que se puede obtener de 1,200cm* 
de material, con la mayor capacidad posible. 

Solución 
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calculando la segunda derivada: 



sustituyendo L - 20 quedará: 


dfv 

dL 2 


» - 30 < 0 


V será máximo cuando L » 20 


sustituyendo en V el valor crítico: 


±*2jSL2L _ - t 2 P . )A- - 6,000 - 2,000 « 4,000 


V a 4,000 en* es la capacidad máxima de la caja. 

Ejemplo IV. 19 

De un tronco redondo, de diámetro d, hay que cortar una viga de 
secciSn rectangular. ¿Quá anchura x y quá altura "y" deberá te¬ 
ner esta sección, para que la viga tenga la resistencia máxima 
posible? 

a) a la compresión, y 

b) a la flexiSn. 

NOTA: La resistencia de la viga a la compresión es proporcional 
al área de su sección transversal, mientras que a la fle¬ 
xión, es proporcional al producto de la anchura de esta 
sección por el cuadrado de su altura. 

R ■ Rxy R- » Kxy 2 

C £ 



Figura IV. 27 
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De la figura IV.27: 


„2 „ j 2 „2 

y «■ d - x 


Compresión 


R “ Kx / d 2 - x 2 
c 


Kx 2 


c 

- Kx 2 + Kd 2 - Kx 2 - 0 


/?T 


X - ± 


de donde x 


rr 

_d_ 


Por lo que las dimensiones serán: 


t’ f - K d 2 - 3 K x 2 


Kd 2 - 3Kx 2 - 0 


x - ± 


de donde x ■ 


rr 


Por lo que las dimensiones 
serán: 



T - fe + k-^-- 

T» * 2 (a - x ) 2 

- x 2 

-2 k- P . 2kq 

1 H x*^ (a-x)* 

Flexión 

- 2 kp (a - x) s + 2 kq x 3 ■ 

Kx (d 2 - x 2 ) 

- p (a - x) J + q x* ** 0 

V~q~ x “ (a - x) 


> , - s,— 

/ q x + rp 


x » a 


'rr + ’/T 


x » a / p 


AH - x - 


Jt + \r¡r 


Ejemplo IV.21 

Hallar el punto de la curva y ■ --—x— , en el que la tangen 

1 + x ' 

te forme con el eje OX el ángulo de mayor valor posible. 


x 


d 

rr 



y 


d 

rr 



Ejemplo IV.20 

En el segmento recto AB = a que une entre sí dos focos lumino¬ 
sos A (de intensidad p) y B (de intensidad q), hallar el punto 
ajenos iluminado H. (La iluminación es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia al foco luminoso). Ver figura IV.28. 


a 



Figura IV. 28 


Solución 


y "T 77 

T « tan a 

‘ - Trrw ’ tm ° 

2 ( 1+* 2 ) 2 + 2 * ^2 (1 + x 2 ) 2 i ] 

(1 +X 2 )* 


entonces: 

T* » 


T< . 6 - i 

( 1 + x 2 ) 2 
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igualando la derivada a cero ee tiene que: 


á «1 --i- .o 

(i + *’)* 


X “ 



para: 



si x » - 1, T* > 0 

si x » 0 , T' < 0 


Máximo 


para: 

x - —si x - 0, T* < 0 

/3 

si x - 1, T' > 0 


Mínimo 


Para x “ —i- se tiene la máxima tangente y para x ° ~k~ 
•/» / 3 


la mínima tangente, pero para ambos valorea, el ángulo es el de ma 
yor valor absoluto posible. Por lo tanto la solución del problema 
es: 



Ejemplo IV.22 


Un hombre tiene un muro de piedra en un costado de un terreno. Dis^ 
pone de 1,200 m de material para cercar, y desea hacer un corral 
rectangular utilizando el muro como uno de sus lados. ¿Que dimen¬ 
siones debe tener el corral para encerrar la mayor área posible? 

Solucián 

La figura IV.29 muestra un croquis del terreno. 

I200-2X 



Figura IV. 29 


El área es: 


A - A(x) - x (1,200 - 2 x) - 1,200 x - 2 x 2 

derivando: 

A'(x) - 1,200 - 4 x 

A' (x) - 0 =£> 1,200 - 4 x - 0 =$> Xj » 300 m (valor crítico). 


La segunda derivada es constante y negativa: 

A” (x) - - 4 < 0 
luego se trata de un máximo. 

El ancho del corral debe ser: 

x x » 300 m 


y el largo: 


1,200 - 2 (300) - 600 m 


Ejemplo IV.23 

La suma de un námero y el triple de un segundo námero es 60. En¬ 
contrar entre todos los pares de námeros que satisfacen esta condi^ 
cián aquel cuyo producto sea el máximo posible. 

Solucián 

El producto P se puede representar como: 

P ° xy 

por la primera proposicián del problema se tiene que: 

x + 3y - 60 =4> y » (60 - x) 



sustituyendo y en P = xy : 


P - x • -y- (60 - x) “ 20 x-— x 2 “ P(x) 

como P es función de x p derivando con respecto a x: 

P* (x) - 20 - -y- x 
igualando esta expresi6n a cero: 

20 - -j- x » 0 x t » 30 

sustituyendo en: 

y “ —y (60 - x) 

queda: 

y t - io 

los números pedidos son: 

x i “ 30 * y i " 10 


Ejemplo IV.24 

Al proyectar un estacionamiento se estima que si se disponen de 
40 a 80 casilleros para automóviles la utilidad diaria será de 
$ 8.00 por casillero. Sin embargo, si en el proyecto se aumen¬ 
ta el número a mas de 80, la utilidad se reducirá en $ 0.04 por 
cada casillero de los que excedan a 80. ¿Cuál debe ser el núme 
ro de casilleros proyectados para obtener la máxima utilidad? 

Solución 

Sea x el número de casilleros y F la utilidad diaria en pe¬ 
sos. 

Evidentemente F depende de x. Cuando 40 ¡» x $ 80, F se 
obtiene multiplicando x por 8.00, es decir: 


Si 40 < x < 80 


F(x) - 8 x 
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Cuando x > 80 la utilidad por cada casillero es 8 - 0.04 (x-80), 

por lo que la utilidad por x casilleros es: 

Si x > 80, F(x) » x [8 - 0.04 (x - 80)] “ 11.20 x - 0.04 x 2 

Obsérvese que la utilidad disminuirá hasta anularse cuando: 

11.20 x - 0.04 x 2 = 0 

Resolviendo esta ecuación resulta: 

x t » 280 

Esto quiere decir que si se dispusieran más de 280 casilleros ha¬ 
bría pérdida en lugar de utilidad. 

De lo anterior, se deduce que la función que hay que estudiar pa¬ 
ra máximos y mínimos es: 

8 x si 40 S x < 80 

F(x) - 

11.20 x - 0.04 x 2 si 80 < x < 280 


Aunque por la naturaleza del problema x es un numero entero po¬ 
sitivo, para tener una función continua se considera que x es un 
número real, teniéndose como dominio de la función el intervalo 

[[40 , 280]. 

Ahora bien: 


si 

40 

< x < 

80, 

F* (x) - 8 

si 

80 

< X < 

280, 

F'(x) = 11.20 - 0.08 x 


para: 

x » 80, FH80) - 8 y F¿(80) - 11.20 - 0.08 (80) - 4.80 

Como F¿ (80) i F| (80) =¿> F‘(80> no existe, así que x x - 80 

es un valor crítico de x, pero se observa que F^ (80) >0 y 
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(80) >0, no hay cambio de signo de la derivada, luego para 
xj “ 80 no hay máximo ni mínimo. 

Para: 

F'(x) - 11.20 - 0.08 x si 80 < x < 280 
F(x) - 0 =£> 11.20 - 0.08 x = 0 x 2 - 1A0 

que es otro valor crítico al cual debe corresponder el máximo. 
Aplicando el criterio de la segunda derivada, se ve que: 

F"(x) - - 0.08 si 80 < x < 280 
F*'(140) - - 0.08 < 0 

Así que esto confirma que para Xj - 140, F(140) es máximo. 

IV.3.4 CONCAVIDAD DE UNA CURVA. PUNTOS DE INFLEXION 

Sea una recta L como la indicada en la figura IV.30, no perpendicular 
al eje x, entonces se tienen las siguientes definiciones: 


Rs= Región superior 
Ri= Regio'n inferior 



Figura IV.30 


Definición: Se dice que los puntos y x ) se encuentran en 

la región superior Rg de la recta L si sus ordena¬ 
das son mayores que las ordenadas correspondientes 
del punto P Q de la recta L que tiene la misma abs¬ 
cisa que P x (en la figura IV.30, P t e Rg). 


Definición: Se dice que los puntos PafXj,, y 2 ) pertenecen a la 
región inferior R¿ de la recta L si sus ordenadas 
son menores que las ordenadas del punto de la rec¬ 
ta para la misma abscisa (en la figura IV.30, 

P 2 6 R¿). 


Con esta base se pueden definir las concavidades de una curva como si¬ 
gue: 


Definición: La curva de ecuación y ■ f(x) que es continua en el 
punco P(Xq, y Q ) tiene su concavidad hacia arriba en 
P si existe un entorno de dicho punto en el cual t£ 
dos los puntos de la curva, excepto el punto P se 
encuentran en la región superior de la tangente a la 
misma en el punto P(x Q , y Q ). 


La figura IV.31 muestra la interpretación geométrica de esta defini¬ 
ción. 


Definición: La curva C cuya ecuación es: y - f(x) que es con¬ 
tinua en P, tiene su concavidad hacia abajo en este 
punto si existe un entorno del punto P, tal que to¬ 
dos los puntos de la curva, con excepción del punto 
P, se encuentran en la región inferior de la tangente 
a la curva en dicho punto.(Ver figura IV.32).. 













Figura IV. 32 


3 


TEOREMA IV.12 
Hipótesis: 

La ecuación de la curva c es y - f(x); esta función tiene segunda derj_ 
vada y se cumple que: 

f’Cxo) > 0 

Tesis: 

La curva c tiene su concavidad hacia arriba en el punto P(x<,, y 0 ). 

Demostración: 

La ecuación de la recta tangente a la curva c en el punto P es: 

y - y 0 " f'(xo) (x - *„) y - (x - x 0 ) + y D 

y es la ordenada de un punto de la tangente con abscisa x; f(x) es la oír 
denada del punto de la curva con la misma abscisa x. 

Considérese la función f(x) - y 

f(x) - y - f(x) - f'(xo) (x - xo) - y 0 

Como esta función es dependiente de x, entonces es válido calcular 
con respecto a x, la primera derivada: 

-£• £ f(x> - yj - f’Cx) - f’(xo) 

SI x - X 0 i 

d £ f(x) - y J - 0 
calculando la segunda derivada: 

[ *« - »] - £ "« 
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Según la hipótesis: 

f”(xo) > O 

entonces por el teorema IV.11, la función: 

[«« - y] 

tiene un mfnimo para x » Xg. 

El valor de este mínimo es: 

[*« - y ]x ■ *„ ' f(Xo> ‘ 0 

luego existe una vecindad del punto p, en la que a excepción de este 
punto, se tiene que: 

f(x) - y > 0 

lo que Implica que f(x) > y; luego en dicha vecindad todos los puntos 
de la curva excepto el punto p se encuentran en la reglón superior de 
la tangente a la curva en el punto p, de donde se concibe que la cur~ 
va C de la ecuación y «* f(x) tiene su concavidad hacia arriba en ese 
punto. 

TEOREMA IV.13 
Hipótesis: 

La ecuación de la curva c es y » f(x); esta función tiene segunda de¬ 
rivada y se cumple: 

f'íxg) < 0 

Tesis: 

La curva c tiene su concavidad hacia abajo en el punto p(xg, y 0 ). 

Demostración: 

La tangente a la curva en el punto P es: 

y - y 0 “ f'(xo) (x - Xq) =$> y - f'ÍXg) (x - Xg) + y 0 


Considérese la función: 


(f(x) - y) - £<x) - f'G^) (x - X,,) - y c 

su primera derivada será: 

~ST |] f(x) " " f, < x > - f, <*o) 

que se anula para x « xo 

la segunda derivada es: 

“¿2 |^f(x) - yj - f"(x) 

Según la hipótesis f’Cxg) < o por lo cual, según el teorema IV.10, 
£f(x)-y] tiene un máximo relativo para x » xg, entonces existe un 
entorno del punto p en que sólo exceptuando éste, se tiene que: 

f(x) - y<0^ f(x) < y 

Se concluye que en dicho entorno, todos los puntos de la curva c de 
ecuación y = f(x) con*excepción de p, pertenecen a la reglón Inferior 
de la tangente a la curva en dicho punto, luego la curva c de ecua¬ 
ción y » f(x) tiene su concavidad hacia abajo en dicho punto. 
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Es claro que si x > 0, se tiene que f"(x) > 0 , por lo cual la 
curva es cóncava hacia arriba. 


se ve que: 


Puede verse que si x *► 0 + , esta curva se aproxima tangencialmente al 
eje de las y. Dado que f(o) » 0 , la curva Inicia en el origen pero 
ésta no se extiende a la Izquierda de este punto como se ve en la fi¬ 
gura IV.33. 


y” 

> 0 

si 

y" 

< 0 

si 



Figura IV. 33 


Ejemplo IV.26 

Encontrar los puncos donde la curva de ecuación: 

24 y = x* - 6 x 2 - 36 x + 16 
es cóncava hacia arriba y donde es cóncava hacia abajo. 

Solución 
Derivando: 

24 y f « 3 x 2 - 12 x - 36 = 3 (x + 2) ( x - 6) 
derivando nuevamente: 


Por este motivo la curva es cóncava hacia abajo para x < 2, y con 
cava hacia arriba para x > 2 como se ve en la figura IV.34 



Figura IV. 34 


Se observa que y" » 0 para x ■ 2 y el punto (2, -3) sobre la 
curva separa la porción de la curva que es cóncava hacia arriba de 
la que es cóncava hacia abajo. 


24 y” - 6x - 12 


6 (x - 2) 



PUNTOS DE INFLEXION 


Definición: Si existe una vecindad del punto P(x Q , y D ) en la cur¬ 
va C y en esta vecindad todos los puntos de la curva 
que están a un lado de P pertenecen a la región sup£ 
rior de la tangente a la curva en dicho punto P> y t¿ 
dos'los puntos de*la curva al otro lado de P pertena 
cen a la región inferior de la misma tangente, enton¬ 
ces el punto P(xo, yo) se conoce como punto de infle¬ 
xión de la curva y » f(x). 


De lo anterior resulta claro que un punto de Inflexión de una curva es 
aquel en el cual cambia el sentido de la concavidad de la misma, como se 
ve en las figuras IV.35 y IV.35.1. 



Asi pues, para encontrar los .puntos de Inflexión de una curva dada 
y ■ f(x) se procede como sigue: 


1. Calcular la segunda derivada f"(x). 

2. Calcular los valores de x que anulen o hagan discontinua 
a f M (x). 

3. SI al pasar x por dichos valores hay un cambio de signo 
de f**(x), entonces la curva tendrá un punto de inflexión 
para el valor de x considerado. 

4. SI el cambio de signo es de (+) a (-), la curva cambia 
su concavidad de ajvuha hacía abajo, 

5. SI el cambio de signo es de (-) a (+), la concavidad cam 
bia de abajo hacía aA/Uba. 


Otra forma más rápida de calcular un punto de Inflexión se Infiere fá 
cllmente del siguiente teorema: 


TEOREMA IV.14 


Hipótesis:- 


y - f(x) es la ecuación de la curva 

C; para x - xq se tiene: 

f"(xo) - 0 y 

f M, (xo) i 0 

Tesl9: 


El punto píxq, y Q ) de la curva c 

es un punto de inflexión. 


Por lo anterior y del estudio sobre concavidad se sigue que en el pun. 
to de Inflexión la segunda derivada debe cambiar de signo. “ 

Por el procedimiento visto en el estudio de los valores extremos de 
una función (máximos y mínimos), se ve que para analizar el cambio de 
signo de f"(x) se requiere calcular los valores de x que anulen 
esta derivada segunda o los valores de x que la hagan discontinua, 
dado que esta condición es esencial para <rue exista el cambio de sig¬ 
no. Más aún, la función y" » f”(x) puede anuíanse o ser disconti¬ 
nua sin que ocurra el cambio de signo. 


Demostración: 

Se consideran dos casos: 

PRIMER CASO: 

f ,M <V >0 

Esto Implica que en un entorno xo~ó<x<x+ó, la función 
y" » f”(x) es creciente, luego: 






f"(xo + Ax) > f'Cxo) - 0 si Ax < 0 

|Axj < 6 

f'^xo + Ax) < f"(xo> - 0 si Ax > 0 


Entonces la segunda derivada f"(x) cambia de (-) a (+) y la curva 
y = f(x) tiene un punto de Inflexión en P(xo» y 0 ) como se ve en la fi¬ 
gura IV.36. 



Figura IV.36 


SEGUNDO CASO: 


f H (xo) < 0 

Esto Implica que en un entorno x 0 -6<x<x 0 + 6,la función 
y" - f"(x) es decreciente, luego: 


f**(X q + Ax) < r'Cxo) » 0 si Ax < 0 

|Axj < ó 

f”(xo + Ax) > f'ÍXo) =0 si Ax > 0 


Entonces f"(x) cambia de signo de (+) a (-) y la cunte y = f(x) tiene 
un punto de Inflexión en p(x©, yo)» ver I a figura IV.37. 
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Figura IV.37 


Ejcopio IV. 27 

Hallar los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad de 
la curva de ecuación: 

y ™ 3x* - Ax 8 +1 

Solución 

y' » 12 x 8 - 12 x 2 

y” = 36 x 2 - 24 x => y" - f"(x) - 36 x (x - —j 
f"(x) ° 0 =r* 36 x (x - -y) ? 0 

Resolviendo la ecuación anterior se tiene: 

*1 ° 0 X 2°T 

como: / 2 \ 

f"(x) - 36 x 

cuando: 

x < 0 =-» £"<x) > 0 : +, 

cuando: 

0 < x < -y- =? f"(x) < 0 i ~ 
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luego la curva es cóncava hacia arriba a la izquierda de x» c 0 y 
cóncava hacia abajo a la derecha de ese punco. 

Cuando: 0 < x < -j- =£> f"(x) < 0 ; *=* 

y: x >-y- f"(x) > 0 ; +, 

luego la curva es cóncava hacia abajo a la izquierda de X 2 

2 

cóncava hacia arriba a la derecha de xj ° ^ . 

2 

Sustituyendo los valores de x, » 0 y x 2 = -j- en la ecuación 
dada se obtienen: y t - 1 y y 2 ■ -yy- respectivamente. 

Por lo tanto, los puncos 1^0 ,1) e I 2 ^--|- » * 27 ) son los 
puntos de inflexión, como puede verse en la figura IV.38. 



Figura IV. 38 

Ejemplo IV.28 

Hallar los puntos de inflexión y concavidad de la curva de ecua¬ 
ción: 

y » 2 x 3 - 3 x 2 - 36 x .+ 25 

Solución 

y* ° 6x 2 - 6x - 36 
y" - 12 x - 6 


oj|n> 


y" = 0 =£> 12 x - 6 “ 0 


x, ° 


1 

2 



IV.3.5 REPRESENTACION DE LA FUNCION ORIGINAL Y SUS DERIVADAS 


El siguiente ejemplo Ilustra gráficamente la transformación que toma 
una función dada al aplicarse sobre ella el operador derivada por tres 
ocasiones, es decir, hasta obtener su derivada de tercer orden. Asi¬ 
mismo es posible observar cómo se cumplen los conceptos estudiados an- 
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teriormente, sobre la representación y significado de la primera, se- En las gráficas anteriores se puede observar lo siguiente: 

gunda y tercera derivada respectivamente, relacionándolos con el com¬ 
portamiento que tiene la función original, identificando los elementos En los intervalos (- co , a) y (c, e) donde y » f(x) es cre- 

y puntos críticos de la misma. cíente, y' ° f'(x) es positiva y en los intervalos (a, c) y 

(e, + oo ) donde y = f(x) es decreciente, se tiene que 
y' = f'(x) es negativa. 


Ejemplo IV.29 

Representación gráfica de una función original y sus derivadas has. 
ta de tercer orden. (Vease la figura IV.39). 



Figura IV. 39 


Para los valores críticos x - a, x = e en los que hay máximo 
relativo, y x a c que corresponde a un mínimo relativo, se 
tiene que f'(x) *» 0. 

Para x = b y x *» d donde se presentan puntos de inflexión, 
£"(x) “0 en el intervalo (b, d) donde la gráfica de y » f(x) 
es cóncava hacia arriba, £"(x) es positiva. Si x < b y 
x > d donde dicha gráfica es cóncava hacia abajo se tiene que 
f"(x) es negativa. 

Si se toma como función original y' = f'(x) se cumplen las mismas pro 
piedades anteriores, respecto a y" ° f"(x) y y"’ = f"’(x) como sepue 
de observar en las gráficas correspondientes del ejemplo anterior. 

En los ejemplos que se presentan a continuación se muestra la repre¬ 
sentación gráfica de algunas funciones y de su primera derivada, con 
objeto de complementar el análisis de la interpretación gráfica de una 
función original y de sus derivadas. 


Ejemplo IV.30 

f(x) “ - x 2 + 2 



Figura IV. 40 
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f ’ (x) - —( - x 2 + 2) = - 2 x 
dx 



Ejemplo IV.31 

f(x) “ x 3 + 3x 



f r (x) » —— ( x* + 3 x ) B 3 x 2 + 3- 
dx 



Ejemplo IV.32 


f(x) *» sen x 
si 0 < x < 2 ti 
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f'(x) 



° C08 X 


f’ (x) ° ¿ (ln x) “ •“ 



Ejemplo IV. 33 
f(x) “ Ln x 




Figura IV.46 


IV.4 ESTUDIO DE LA VARIACION DE UNA FUNCION. PROBLEMAS DE APLICACION 


Como una de las aplicaciones más Importantes de los conceptos analiza¬ 
dos en este capitulo, se tiene el estudio de la variación (o comporta¬ 
miento) de una función dada, la cual resulta mas evidente cuando se dls 
cute gráficamente. ~ 

De esta manera, resulta deseable obtener el menor nCmero de puntos que 
permitan tener una visión clara de la gráfica de una función en estudio, 
procurando evitar la obtención de aquellos que no sean necesarios o Im¬ 
portantes; es decir, aquellos cuya Información no resulta trascendente 
en el estudio del comportamiento de la función. Con la práctica es po¬ 
sible efectuar croquis correctos marcando tan solo unos cuantos puntos. 





En los cursos de geometría analítica, el estudio de la discusión de la 
ecuación de una curva tan solo se limita a la obtención de los siguien¬ 
tes aspectos: 

1) Intersección con los ejes coordenados. 

2) Determinación de la simetría con respecto a los ejes coor¬ 
denados y al origen. 

3) Determinación de las asíntotas verticales y horizontales. 

4) Determinación de la extensión de la curva, esto es, defi¬ 
nir el conjunto de valores reales de x para los cuales 

y es real y el conjunto de los valores reales de y para 
los cuales x es real. 


Con los conocimientos adquiridos en este capítulo, ahora se dispone ade 
más de un criterio para determinar: 

5) En qué intervalos la función que se va a representar gráfi¬ 
camente es creciente y en cuáles es decreciente. 

6) También es posible determinar los máximos y mínimos relati_ 
vos y absolutos. 

7) Asimismo, el conocimiento de la concavidad y los puntos de 
Inflexión concretan características esenciales de la gráfi¬ 
ca en estudio. 

El siguiente ejemplo muestra cómo desarrollar el procedimiento descr1_ 
to anteriormente en el análisis de la variación de una función. 


Ejemplo IV.34 

Discutir y trazar la gráfica de la función 


2) Simetría: 

Al sustituir a x por -x queda: 


Por consiguiente se altera la ecuación, luego no hay simetría re£ 
pecto al eje y. 

Al sustituir a y por -y queda: 


- y 


x 

x 2 + 1 


Por consiguiente se altera la ecuación y no hay simetría respecto 
al eje x. 

Al sustituirse simultáneamente a x por - x y a y por - y 
queda: 


- y 


x 

x 2 + 1 


Por lo que la ecuación no se altera. Esto indica que sí hay sime 
tría respecto al origen. 

3) Asíntotas: 

Cabe hacer notar que para la determinación de las asíntotas de una 
curva la teoría de límites resulta de gran ayuda. 

Si se cumple que: 


lim f (x) » a 
x -*■ +oo 


Se tiene una asíntota paralela al eje de las abscisas: la recta 
de ecuación y » a. 


Solución 

1) Intersecciones con los ejes: 

si x»0=^y»0 


Si lim f(x) “oo o sea f(x) -*■ oo 

x ■* a x a 

Se tiene una asíntota paralela al eje de las ordenadas: la recta 
x »> a. 


si . y ** O x = O 

Por lo tanto, la curva intersecta a los ejes en el punto 0(0,0) 
exclusivamente. 


x 


0 


Si x •*• + oo : 


lim 

x **-+oo 


x 2 + 1 



esto es: 


x oo 


= 7 > y 0+ 


Si x **■ - 00 =¿> lim -;-- 0 

x •+ oo x + 1 


por lo cual: 

x ♦ - oo =£> y 0" 

Por lo tanto el propio eje de las x es asíntota en arabos sentidos. 

No hay asíntotas verticales ya que ño hay algún valor al que tien 
da la x que haga a la funciSn tender a infinito. 


A) Extensión de la curva: 

Observando la ecuación se ve que no hay restricciones para los va 
lores de x, es decir» que cualquier valor real de x hace que 
y sea real. Sin erabargo, si se resuelve la ecuación para x se 
define: 

y x 2 + y » x 
yx 2 - x + y a 0 

por lo tanto: 

x ** 


La ecuación anterior muestra que para que x sea real debe cum¬ 
plirse que: 

1 - A y 2 > 0 =r> A y 2 S 1 =4> 12 y | < 1 

o sea que:-1- < y < —será el intervalo de valores rea¬ 

les de y que hacen que x sea real. 

5) Derivando y «* f(x) se tiene: 

1 - x 2 
(x 2 + l) 2 



y’ - f'(x) 


183 


Al igualar f'(x) con cero» se obtienen como valores críticos de 
x los siguientes: 

1 - x 2 

-i-£_ n o 

(x 2 + l) 2 

1 - x 2 = 0 
x 2 - 1 


por lo tanto: 


son los valores críticos de x 


En esta forma, obteniendo sus correspondientes ordenadas se tie¬ 
ne: 

Si Xj - l =*► y x - f (1) » -j~ri -f- 

Y 

Si x 2 = - 1 y 2 » f(-l) » t t » " ~Y~ 

Por lo que los puntos P 4 ( 1, -y-) y P 2 

raeterísticos, ya que las tangentes a la curva en Pi y P 2 son 
paralelas al eje X. 

En conclusión, analizando la función para valores de: 


< - 1 

—7' 

f'(x) 

0 

V 

=^> que 

f(x) 

es decreciente 

< X < 1 

=*> 

f’(x) 

0 

A 

=> que 

f(x) 

es creciente 

> 1 


f’(x) 

< 0 

que 

f(x) 

es decreciente 


(- ».-+) 
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6) Máximos y mínimos: 

Una vez determinados los puntos característicos en los cuales la 
tangente a la curva es paralela al eje x, aplicando el criterio 
de la segunda derivada se obtiene: 



<* 2 + l ) 1 


Por lo tanto para x l B 1 

f"(l) --— < 0 = 7 “ que para x «* 1, la función y ** f(x) 

tiene un valor máximo en Pj (l, ) y para Xj ° - 1. 

f"(- 1) *» ——- > 0 =£> que para Xj *» - 1, la función 

y ■ f(x) tiene un valor mínimo en P^ ^** 1,-1”)* 

7) Puntos de inflexión y sentido de concavidad: 

A partir de la segunda derivada de y “ f(x), obtenida anterior¬ 
mente e igualándola a cero» resulta: 



(x* + l) s 

2 x (x 2 - 3) B 0 
2 x ■ 0 =r> Xj n 0 




En eBta forma, obteniendo las correspondientes ordenadas para x, » 0, 
» / 3 — y x s ® - / 3 se obtiene: 

Si x # - 0 =4- y, - f(0) - 0 



De este modo, resumiendo la información obtenida en los puntos S, 
6 y 7 se tiene la siguiente tabla: 
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valores de x 

y - f(x) 

y» - f•( X ) 

y" - f"(x) 

Característica. 


| 

i 

8 

A 

M 

A 

decrece 

- 

- 

concavidad hacia 
abajo. 


/3— 

1 


punto de infle¬ 
xión . 


4 

8 

u 

- /3 < x < - 1 

decrece 

- 

+ 

concavidad hacia 
arriba. 

x - - 1 

1 

2 

0 

+ 

mínimo. 

- 1 < x < 0 

crece 

+ 

+ 

concavidad hacia 
arriba • 

x “ 0 

0 

I 

0 

punto de infle¬ 
xión . 

0 < x < 1 

crece 

+ 

- 

concavidad hacia 
abajo • 

x - 1 

1 

2 

0 

- 

máximo. 

| 

decrece 

- 

- 

concavidad hacia 
abajo. 

n 


1 


punco de infle¬ 
xión * 

Ge9 

8 

0 

/ 3 < x < + oo 

decrece 


+ 

concavidad hacia 
arriba. 


Con la información de la tabla y los datos complementarios obteni 
dos en los pasos 1 hasta el 4, es posible construir la gráfica 
de: 


y - f(x) 


irrr 


como se muestra en la figura IV.48. 


Y 


• i 



«Figura Vi .48 


x* 
















CAPITULD V LA DIFERENCIAL 


INTRODUCCION 


Hasta ahora se ha representado a la derivada de una función y «=■ f(x) 
a través de la expresión: 

f<*> ■ £ 

El símbolo no se ha considerado como una fracción ordinaria con dy 
ax 

en el numerador y dx en el denominador, sino que se ha tomado como un 
operador que representa al limite: 

lira A}r 
Ax-* O Ax 

que como se observa, define a la derivada. 

En ocasiones resulta importante para algunos problemas de interés, coji 
siderar por separado a dx y a dy, lo que da pauta para el estudio de un 
nuevo concepto conocido como la dí^eAenclal. 

Cabe hacer notar, en lo que se refiere a la principal aplicación de la 
diferencial, es decir, en la aproximación de incrementos funcionales, 
que existe en la actualidad el poderoso auxilio de la calculadora elec¬ 
trónica, cuyo uso se ha generalizado dejando a esta aplicación de la de 
rivada como simple herramienta de ayuda para ciertos problemas. 


V.I LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 


V.l.L FUNCION DIFERENCIABLE 


Sea y = f(x) una función derivable para un cierto valor x, en donde se 
cumple que: 

f’(x) 4 O 

luego, por la definición de derivada se tiene: 


lim Af(x) 
Ax -*■ O A x 


f'Cx) 


en donde, de acuerdo a la definición de límite: 

I^Tx^ ” f, H < e siempre que 0 <|Ax|<ó 

Teniendo presente el concepto de límite, se entiende que sí el Incre¬ 
mento Ax es menor que ó, hace pensar en un valor muy pequeño, entonces 
la diferencia 

- f'(x) 

resulta también una cantidad muy reducida. Por lo que puede escribirse: 


* f { *1 

Ax 


f’(x) = n 


donde: 

|n| < e 

de esta expresión se tiene que: 

A f(x) - f’(x) Ax + n Ax ...(1) 

donde: 

o 0 

cuando: 

Ax -*-0 

Recordando lo visto en incrementos (capitulo II), se observa claramen 
te que la expresión (1) define al Incremento de la función, y constada 
dos sumandos. El término f'(x) Ax se conoce como la parte principal 
del Incremento y es una buena aproximación de su valor, ya que el otro 
•sumando, es decir nAx, es una cantidad muy reducida siempre y cuando se 
tengan valores del incremento Ax. 



Por otra parte: 


n - o 

cuando: 

¿x *► 0 

es decir: 

lira q = O 
Ax ->■ 0 

Con base en lo anterior, se concille que. una función y = f(x) es dife 
renclable para un valor de x, si para un incremento Ax, el incremento*" 
de la función A f(x) puede escribirse en. la forma indicada en la expre 
sión (1), es decir: 

A f(x) = f'(x) Ax +n Ax 


Como se observa, para cumplirse la condición establecida por esta últj_ 
ma expresión, es necesario que exista cada uno de los términos del se¬ 
gundo miembro. De donde se concluye que la existencia de la derivada 
de la función es condición necesaria y suficiente para la dlferenclabl- 
fidad de la función. 



Ejemplo V.1 

Demostrar que la función y “ x 2 - 4x, definida en el intervalo 
C-od, oq) es diferencial)le, y obtener su diferencial. 

Solución 

Para ser diferenciable, el incremento de la función debe poder 
expresarse como: 


Ay = f'(x) Ax + q A x 


....(a) 
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Ahora bien, si se incrementa la función y después se resta al in¬ 
cremento la función original, se tiene que: 

y ■ x 2 - 4x 

y + Ay « (x + áx) 2 - 4(x •) Ax) 

Ay " (x + Ax) 2 - 4(x + Ax) - (x 2 - 4x) 

Ay “ x 2 + 2x Ax + (Ax) 2 - 4x - 4Ax - x 2 + 4x 
Ay » 2 x Ax + (Ax) 2 - 4Ax 
esta expresión se puede escribir como: 

Ay = (2x - 4) Ax + Ax Ax 

se observa que el incremento Ay esta escrito en la forma de ia ecua 
ción (a), por lo que: 

f*(x) » 2x - 4 



por lo tanto: 


lim n * ün Ax ** 0 
Ax -*■ 0 Ax + 0 


entonces la función es diferenciable, y su diferencial es: 
dy “ f * (x) Ax 
dy “ (2x - 4) Ax 

Ejemplo V.2 

Demostrar que la función y « K definida en el intervalo (- 00 , 00 ) 
para x 4 0, es diferenciable, y obtener su diferencial. 

Solución 


Si se sigue el mismo procedimiento del ejemplo V.l, se tiene: 



y + Ay 


1 

x + Ax 


Ay 


1 

x + Ax 


l 

x 
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V.1.3 DIFERENCIAL DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE 

Sea la función identidad y = f(x) = x, cuya diferencial es: 
dy = f'(x) Ax 

la derivada de esta función es: 

f’Cx) = 1 

sustituyendo este valor en la diferencial de la función, se tiene: 

dy *> Ax .... (3) 


como: 


y » x dy = dx 

sustituyendo este resultado en el primer miembro de (3), queda: 


dx ° Ax 

de aquí se concluye que la diferencial de la variable Independiente es 
Igual a su Incremento. 

Si se tiene en cuenta este resultado en la ecuación (2), que define la 
diferencial de una función, se tiene: 

dy = f f (x) dx ...(A) 

esta expresión permite establecer la siguiente definición. 

Definición: La diferencial de una función es igual al producto 
de su derivada por la diferencial de la variable in 
dependiente. 


Ejemplo V.3 

Hallar la diferencial de las siguientes funciones: 

a) y - x 3 + 5x 2 + lOx - 18 

b) y » sen x + eos 3 x 

c) y « ang eos — 

Sólución 

La diferencial de una función se obtiene aplicando la expresión 
(A) , es decir: 

dy » f'(x) dx 

por lo que: 

a) f * (x) « 3x 2 + lOx +10 dy » (3x 2 + lOx + 10) dx 

b) f'(x) » eos x - 3co8 z x sen x dy » (eos x - 3coa 2 x sen x) dx 
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Cuando se presenta una función en forma implícita se trabaja de mane¬ 
ra semejante, utilizando la derivación implítica. 

Se puede decir que todas las fórmulas para derivar pueden transformar 
se en fórmulas para diferenciar. 

Ejemplo V.4 

•¡sando diferenciales calcular ^ de la ecuación y 3 *» x 2 + xy + y 2 
Solución 

Si se toman diferenciales en ambos miembros de la ecuación dada, 
se tiene: 

3y 2 dy » íx dx + (x dy + y dx) + 2y dy 

agrupando: 

(3y 2 - x - 2y)dy (2x + y) dx 

rinalmente: 

dy o 2x + y 
dx ° 3v 2 - x - 2y 


Para un Incremento Ax 4 0 existe un valor x + Ax del dominio de la fun 
ción al cual le corresponde un valor f(x + Ax) del recorrido, por lo 
que se tiene el punto Q de coordenadas (x + Ax, f(x + Ax)). 

Trácese la tangente t a la curva c en el punto p, siendo a su ángulo 
de inclinación, o sea tan a » f'(x). 

SI se considera el triángulo prs formado por T, la recta que pasa por 
p paralela al eje X y la recta que pasa por q paralela al eje Y, se tlje 
ne: 


|pr| 

teniendo en cuenta que tan a » f'(x) y que |pr| = Ax la expresión ante- 
rior queda como: 


f’(x) 


IrsI 

Ax 


de donde: 


| rs | = f' (x) Ax 
y como, por definición: 

dy - f'(x) dx, 


v!l.4 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL 


se tiene que: 

dy = | RS | 


Sea una función y ® f(x), cuya gráfica es la curva c de la figura V.l, 
y en ella el punto p(x, y). 



Por otro lado, es claro que el incremento Ay es: 

Ay = IRQ| 

en donde se ve que dy es el incremento de la ordenada de la tangente T 
a la curva c y Ay es el incremento de la ordenada de la curva c. 

En la figura V.l, se observa que dy < Ay, sin embargo puede suceder lo 
contrario, o sea, dy > Ay como se ve en la figura V.2, o que dy y Ay 
sean negativas (puede suceder que Ay y dy tengan signos opuestos). 


Figura V.l 
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Para cualquier caso se pueden dibujar figuras apropiadas y verificar 
qué tanto la Interpretación de dy como la del Incremento Ay permanecen 
válidas. 



Figura V.2 


En cualquiera de los casos se observa que el incremento Ay es diferen^ 
te a la diferencial dy. La magnitud de la diferencia depende de cuán¬ 
to se separe la curva de su tangente, lo que hace ver cómo dy aproxima 
más a Ay a medida que Ax se hace más pequeño. 

Esta diferencia entre Ay y dy se aprecia en la expresión (1): 

Ay «* f ' (x) Ax + n Ax 

en donde se ve que mientras más pequeño es el incremento Ax, más se a- 
proxima f’(x) Ax, que es la diferencial, a Ay, que es el incremento de 
la función. 


V.1.5 LA DERIVADA COMO COCIENTE DE DIFERENCIALES 


Según se estudió anteriormente, la diferencial de una función y - f(x) 
está dada por la ecuación: 

dy » f'(x) Ax 

además como el incremento de la variable independiente Ax es Igual a su 
diferenciál, se determinó que: 


dy « f'(x) dx 


Si se dividen ambos miembros de esta expresión entre dx: 




f'(x) 


Por lo que se concluye que la derivada de una 1 función es.Igual'al co¬ 
ciente de la diferencial de la variable dependiente entre la diferen¬ 
cial de la variable independiente. 


V.1.6 PERMANENCIA DE LA FORMA DE LA DIFERENCIAL PARA UNA FUNCION DE FUN 
CION 

Sea la función y » f(u) donde u ■» g(x) 

la composición de estas funciones da lugar a la función de función: 
y ■ f(g(x)) 

cuya derivada se obtiene aplicando la regla de la cadena: 

dy o du 
dx ° du dx 

Por otro lado, y de acuerdo con la definición de diferencial se tiene 
que: 

y = f(u) u ° g(x) 

dy » f’(u) du du - g’(x) dx 

de donde se obtiene: 

dy » f* Cu) g'(x) dx 
expresión que equivale a: 



lo que justifica la permanencia de la forma de la diferencial para una 
función de función. 




V.1.7 DIFERENCIALES SUCESIVAS 


Como la diferencial es el producto de la derivada de la función por la 
diferencial de la variable independiente, se puede pensar en el caso de 
diferenciales de orden superior, utilizando para ello las técnicas vl£ 
tas en lo referente a derivadas de Órdenes superiores. Asi, se puede 
escribir: 

dy “ f f (x) dx 
d 2 y = f"(x) dx 2 
dV “ f ,M (x) dx 3 

d<») y = f (n) (x) dx (n) ...(5) 


Ejemplo V.5 

Calcular la diferencial de segundo orden para la función 
y = sen x 2 

Solución 

Aplicando la expresión (5) 

y “ sen x 2 
dy = 2x eos x 2 dx 
d 2 y a (-4x 2 sen x 2 + 2cos x 2 ) dx 2 


V.2 APLICACIONES DE LA DIFERENCIAL 

V.2.1 RELACION ENTRE LA DIFERENCIAL Y EL INCREMENTO 

Como se vio anteriormente, una función es diferenciare cuando su Inere 
mentó puede escribirse en la forma: 


Ay » A£(x) “ f’(x) Ax + 0 Ax 


... ( 6 ) 
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donde la diferencial de la función es: 

dy * f' (x) Ax ... (7) 

De las dos ecuaciones anteriores es posible deducir la relación exis¬ 
tente entre el Incremento Ay de una función y su diferencial dy. Es¬ 
ta diferencia se encuentra.sustituyendo la ecuación (7) en la (6): 


Ay » dy + n Ax 

La diferencia entre el incremento y la diferencial de la función es: 


Ay - dy ■ n Ax 

La diferencia n Ay entre Ay y dy será menor mientras más pequeño sea 
el valor de Ax, luego será posible tomar el valor de dy en lugar del 
valor de Ay en problemas donde n Ax sea lo suficientemente pequeño. Es. 
to es útil, porque comünmente es más rápido y fácil obtener el valor 
aproximado.que proporciona la diferencial que el valor del Incremento 
de la función. 


V.2.2 ERRORES Y VALORES APROXIMADOS, APLICACIONES 

A la diferencia en valor absoluto del Incremento y la diferencial de 
la función, se le denomina vmoa absoluto. 

|Ay - dy| » | r| Ax| ■ e ... (8) 


a la relación JL_ se le llama e*/uvt teLaXÁuo , cuya expresión es: 
Ay 


_ n Ax 

f'(x) Ax + n Ax 


y a la expresión 100, se le llama zt poficzntajz dz waoa. 
Ay 
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SI al calcular y = f(x), se tiene un error dx en la medida de x, es 
to llevará un error aproximado dy en la cantidad y. Por lo tanto eT 
error relativo es: 


y 


dy ... (10) 

y 


-*-100 


es el porcentaje de error ... (11) 


Ejemplo V.6 

Encontrar el incremento Ay y la diferencial dy de la función 
y » x 2 para x » 20 y Ax * 0.1. Calcular el porcentaje de error 
de la aproximación Ay = dy. 


Solución 

Ay » (x + Ax) 2 **x 2 ■ 2x Ax + ( Ax) 2 

dy ° 2x Ax 


sustituyendo valores: 

Ay » 2(20) (0.1) + (0.1) 2 - 4.01 
dy = 2(20) (0.1) - 4.00 


Para estos valores el porcentaje de error de la aproximación 
Ay ± dy es: 



0.25X 


Reemplaz ar Ay por dy es equivalente a reemplazar el área rayada 
verticaloente de la figura V.3, por los dos rectángulos rayados 
diagonalmente de area x Ax, despreciando el pequeño cuadrado de 
área (Ax) 2 . 


I 


xAx 



Figura V.3 

Ejemplo V.7 

Sea la función y » 3x 2 - x ; hallar Ay, dy y el error absoluto: 

a) Para cualquier valor de x 

b) Para x » 1 y Ax ° - 0.1 

c) Para x ° 1 y Ax » 0.1 

d) Para x ** 1 y Ax - 0.01 

e) Para x «* 1 y Ax *» 0.001 

Solución. 

a) Como y » 3x 2 - x, entonces: 


Ay » 3(x + Ax) 2 - (x + Ax) - 3x 2 + x 
Ay ■ (6 x - 1) Ax + 3 Ax Ax 


... (a) 



La diferencial de la funciSn será: 

dy = (6x - 1) Ax •» ( 6x - 1) dx ... (b) 

por tanto; | j\ Ax| = |Ay - dy| » e ... (c) 


Las ecuaciones (a) y (b) proporcionan el incremento Ay y la difii 
rencial dy de la función, respectivamente, y con la ecuación (c) 
dan la solución del inciso a). 

El resultado de los incisos b, c, d y e están en la siguiente ta 
bla, donde Ay, dy y e se obtienen según las ecuaciones (a), (b), 
y (c), respectivamente. 


x 

Ax 

Ay 

dy 

e 

1 

- 0.1 

- 0.47 

- 0.5 

0.03 

1 

0.1 

0.53 

0.5 

0.03 

1 

0.01 

0.0503 

0.0500 

0.0003 

1 

0.001 

0.005003 

0.00500 

0.000003 


Tabla V.l 


Ejemplo V.8 

Calcular aproximadamente la raíz cúbica de 200, usando diferen¬ 
ciales. Considerando que el valor exacto de dicha raíz es 5.8480 
compararlo con el valor aproximado obtenido. Calcular el error 
absoluto y el error relativo que se cometería al tomar el valor 
obtenido con diferenciales en lugar del exacto. 


Solución 


Sea: 


y « 


considerando que: 

xi » 216 yi » VxT 
x 2 » 200 y 2 «* VxT 


3 ¿2l6 - 6.0000 

5 ¿2C0 » 


? 
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el error relativo es: 


0.0039 
5.8480 " 


0.00066 



y el error porcentual es: 


100 (0.00066) «> 0.066 X 


Ejemplo V.9 

Usando diferenciales, encontrar un algoritmo que permita calcular 
en forma aproximada, la raíz cuadrada de un número N. 

Solución 

Sea N el número cuya raíz cuadrada se desea obtener. Si ri es 
la raíz exacta mas cercano a N, para lo cual rj ■ /Ñ” y r 2 

es la raíz aproximada de N, entonces: r 2 - /Ñ" . 


como *^7 ° , queda: 


dr * 


N 

2 r i 


Ü 

2 


sustituyendo (b) en (a): 


r, 4 r . + 


2 r, 



finalmente: 



... (b) 


.. ( 12 ) 


Sea la función: 


La ecuación (12) es el algoritmo que permite calcular la raíz cua 
drada de un número N en forma aproximada. 


si: 


y: 


pero si: 


se tiene: 


iü 8 dN » N - Hj 

Ar - r 2 - v l =£> r 2 = r x + Ar 

Ar = dr 


r 2 ¿ r t + dr 


diferenciando la función: 


... (a) 


Ejemplo V.10 

Empleando el algoritmo de la ecuación (12), calcular aproximadamen 
te /72~~. 

Solución 

Para aplicar la fórmula (12) considérese: r^ » 8 

(17) - =*> 


nótese que: 


(8.5) 2 - 72.25 


dr 


dN 


AN 


Ni 


En una segunda aplicación de la fórmula (12), considérese ® 8.5, 
ahora: 


r 


( 8 ' 5 + "o - ) --r 16 - 97 


J. 

2 


=t > r 2 = 8.49 



obsérvese que: 


(8.49)* » 72.08 


Si se aplica la formula (12) mas de una vez, se vera que cada raíz 
que se obtenga será mucho mas aproximada que la anterior. 



Ejemplo V.11 

Calcular eos 61° aproximadamente, usando diferenciales. 

Solución 

Sea la función: 

y » eos x 

si: 

xj = 60°, y x “ eos Xj °» eos 60° ■ 0.5 
x 2 ■ 61°, y 2 = eos x 2 “ eos 61° » ? 

Ax - x x 2 ■ 61° - 60° » I o 

Ay - y 2 - y t ^ y 2 - y l + Ay ... (a) 

si se considera Ay = dy, la ecuación (a) queda: 

y 2 ^ y x + dy y 2 = 0.5 + dy ... (b) 

la diferencial de la función es: 

dy ■ - sen x dx ... (c) 

sustituyendo los valores de dx y x x en la ecuación (c), se obtie¬ 
ne: 


dy - (- sen 60°) (I o ) 
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se sabe que: 

A 

sen 60° - ^ - 0.866 

1* - 0.01745 rad 

luego: dy - - (0.866) (0.01745) 

dy - - 0.0151 

sustituyendo este valor en la ecuación (b): 

y 2 = 0.5 - 0.0151 ° 0.4849 

y 

y 2 «* eos 61° ¿ 0.4849 

Ejemplo V.12 

^¿Cuánto aumentará aproximadamente, el lado de un cuadrado, si su 
área aumenta de 9 m 2 a 9.1 m 2 ? 

Solución 

Si x es el área del cuadrado y el lado del mismo es y, se tie 
ne: “* 

y - /x” ... (a)' 

por las condiciones del problema: 



diferenciando (a): 


dy ° 


dx b Ax 
2 /x 2/x“~ 



entonces: 


dy 


0.1 

2 /~9 


; dy ■ 0.0166 tn 


el lado del cuadrado aumenta aproximadamente en 1.66 cm. 

Ejemplo V.13 

Las fórmulas para el área y el volumen de una esfera son, respe£ 
tivamente: 

S = 4 ti r 2 y V “ * r 3 

si al medir el radio se obtiene r » 3 m. 

a) ¿Cuáles son los errores máximos aproximados de S y V, 

si las medidas son seguras hasta 0.01 m ? 

b) ¿Cual es en cada caso el error relativo máximo expresado 

en porciento? 

Solución 

Tomando las diferenciales del área y del volumen se encuentra el 
error aproximado que se comete al calcular el área y el volumen, 
respectivamente. 

Para el área: 

S » 4 ti r 2 

diferenciando: 

dS “ 8 tt r dr ... (a) 

sustituyendo en (a): 

r ® 3 y dr = 0.01. 

ds - 8 a (3) (0.1) =£■ ds - 0.75398 m 2 

siendo Óste el error aproximado que se comete al calcular el área. 


para el volumen: 


V - ti r 


diferenciando: 

dV ■ 4 ti r 2 dr ... (b) 

sustituyendo en (b): 

r o 3 y dr D 0.01 

dV - 4 r (3 ) 2 (0.01) dV » 1.13097 o* 

siendo este el error aproximado que se comete al calcular el volu 
raen. 

El error relativo para el área y el volumen se encuentra segán la 
ecuación ( 10 ). 

Si: 

S » 4 ir r 2 y dS » 8 ^ r dr 

dS 8 tt r dr c 2 dr _ ... (c) 

S 4 tt . r* r 

sustituyendo en (c) r ■ 3 m y dr =0.01 m. 

dS 2 (0.0 \ 1 _ =£> iS D 0.00667 

S 3 S 

el error máximo en porciento es: 

100 ^ « 0.67 X 

aho ra para el volumen: 

V «* ■j tt r 9 y dV *» 4 tt r 2 dr 
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CAPITULO VI LA INTEGRAL DEFINIDA Y LA INTEGRAL INDEFINIDA 


INTRODUCCION 


Después de estudiar en los cinco capítulos anteriores lo más re 
levante del cálculo diferencial para funciones con una sola varia, 
ble Independiente, ahora se presentará el estudio del cálculo In¬ 
tegral para esas funciones. 

En este capítulo se tratarán fundamentalmente los conceptos de 
Integral definida e Integral indefinida, así como sus propieda¬ 
des y teoremas que les son afines. Tal es el caso del teorema 
fundamental del cálculo, que establece y justifica la relación 
entre la derivada y la integral. 

Al final se presentan algunas técnicas de Integración directa o 
por cambio de variable, así como diversos ejemplos de aplicación. 


VI.1 INTEGRAL DEFINIDA. FUNCION INTEGRABLE 

VI. 1. i SUMA. DE RIEMANN 

Sea el Intervalo ¡a, b|* E1 conjunto-de puntos: 

p n " |x 0 » x i» *2» x n} 

donde: 

“ a, - b, x i “ 1 < x í* i ■ 1» 2, .... n 

se llama partición o red del Intervalo £a, b]]. 

Se puede observar que una partición de un Intervalo lo divide en n sub. 
intervalos, y a cada uno de ellos se le llama también celda. 

A la distancia entre los puntos extremos de cada celda se le llama ampU 
tud dz la. celda, es decir: 

la amplitud de la celda uno es: 


AjX ■ Xj - x<> 
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la amplitud de la celda dos es: 


V 


en general la amplitud de la celda -t-ÍA-únt es:, 


v ■ *1 


x i- 


i 


Al definir partición de un Intervalo no se hizo referencia a las ampV[ 
tudes de la celda, esto es, que en un mismo Intervalo [a, b], puede e- 
xlstir una Infinidad de particiones ya que el tamaño de las celdas es 
arbitrarlo. 

A la mayor amplitud de las celdas de una partición se le llama nonma. 
de. ta. paKtüuón y se representa por medio del símbolo: 

|| ó || ó a veces con ó (r) 


Aix - 1 - 0 - 1 
Ó2X =2-1-1 
A s x - 3 - 2 = 1 
A i,x =4-3-1 
Asx -5-4-1 


A$x - 6 - 5 - 1 
Atx = 7 - 6 - 1 
A®x -8-7=1 
A»x -9-8=1 
Atox - 10 - 9 - 1 


La norma de esta partición es 


IU II 


1. 


b) La segunda partición se efectuara de la manera que se indica 
en la figura VI.2. 


i 11 mu i ii 

H 1—I—i ! 1 I I M • 1 1 1 H— 

0123496 789 10 


Ejemplo VI.1 


Figura VI.2 


Dado el intervalo jó, 1Ó], efectuar dos particiones diferentes 
de 10 celdas y en cada caso decir cual es la norma. 

Solución 

a) La primera partición se hará de diez celdas de i&ual ampli¬ 
tud como se indica en la figura VI.1. 


W U 1 U H U 

--,- i—f—i -,-.-1-I-1---1-► 

0123456709 10 ^ 

Figura VI. 1 


Las diez celdas tienen la misma amplitud que vale la unidad. 


Las amplitudes de cada celda se indican a continuación: 

A x x = 1.5 - 0 - 1.5 A $ x - 4.75 - 4.5 = 0.25 

A 2 x - 2 - 1.5 - 0.5 A ? x - 5.0 - 4.75 = 0.25 

A s x = 4 - 2 = 2.0 A 8 x - 7.0 - 5.0 = 2.0 

A^x » 4.25 - 4.0 = 0.25 A # x - 9.9 - 7.0 » 2.9 

A¿x - 4.5 - 4.25 = 0.25 A, 0 x =10 - 9.9 = 0.1 

La norma de esta partición es || A || » 2.9 

Supóngase que la función y » f(x) está definida y limitada en el co£ 
junto D y considérese una partición en dicho conjunto que contenga n 
subintervalos. 

SI se escoge un punto £ en cada sublntervalo de la partición de tal 
forma que: 
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Cí € &) , xü 

donde 

x o 1 

Éi < xi 

e x 3 

donde 

x» 1 

É2 < X 2 

6í * &i-|. *3 

donde 

*i-i 

i *ii 


y se forma la suma de productos del valor de f en cada punto s por la 
amplitud de la celda respectiva, se tendrá: 


f(É,) A x x + fU 2 ) A 2 x + . . . + fU¿) ¿i x + . . . fU n ) A n x 


En forma condensada se puede escribir: 

i-l 

A esta suna se le llama una ¿urna de Zíemnn en honor al matemático a- 
lemán, Bemard Rlemann (1826 - 1866), quien fue profesor de la Univer¬ 
sidad de Góttlngen e hizo muchas aportaciones a las matemáticas y flsj. 
comatemáticas. 

Ejemplo VI.2 

x 2 1 

Dada f (x) «5 —^— , con —jr— < x < 3 , encuentre la suma de 
Rienann para la función f dada la partici6n: 

x o 0 ~t~ * *i “ 1 . x 2 - 1.5 , x, - 1.75, x„ - 2.25, x 5 - 3 


Loo puntos elegidos en cada celda son: 

£ - 0.5, í 2 - 1.25, - 1-75, - 2, C 5 - 2.75 


Trazar la gráfica de la función en £Í/4, 3] y mostrar los rectán 
gulos cuyas áreas son los términos de la suma de Rienann. Indicar 
también cuál es la norma de la partición. 


Solución 


La figura VI.3 muestra la gráfica y los cinco rectángulos. 



Figura VI.3 


La suma de Rienann es: 


Z f(Éi) Aix-f«i) A,x+f (£ 2 ) Ajx+fU,) .A s x+f<&) A*x+f(C 5 ) A 5 x - 
i»i 

- f(0.5)(l- 0.25) + f(1.25)(1.5- 1) + f(l.?5) (1.75 - 1.5) + f<2)<2.25- 1.75) + 
+ f(2.75)0-2.25) - 

» (9.75) (0.75) + (8.4375) (0.5) + (6.9375) (0.25) + (6) (0.5) + (2.4375) (0.75)- 
“ 18.09373 


La norma || A || es la longitud de la celda mas larga. Por lo tan 
to || A || - 0.75. 


Como los valores de la función f(x) no se restringen a valores no ne. 
gatlvos, algunos de los tU±) podrían ser negativos. En tal caso, la 
Interpretación geométrica de la suna de Rlemann sería: 

La suna de las medidas de las áreas de los rectángulos que están so¬ 
bre el eje X, más los negativos de las medidas de las áreas de los 






rectángulos que están bajo el eje X. Esta situación se Ilustra en la 
figura VI.4. 



Figura VI.4 


Una sima de Rlemann es: 


10 

E f Ui) » Aj + Aa - Aa - Ah - As + A 6 + A 7 - A# - A 9 - Aio 

i«i 


ya que fU 3 ), f<CO. fUs), f(5a), fCEO, f(Cio) son números nega¬ 
tivos. 


Por esta razón, en el establecimiento de las sumas de Rlemann, y en¬ 
seguida, de la Integral definida, se debe tener muy en cuenta el sig¬ 
no. 


VI.1.2 INTEGRAL DEFINIDA 


SI f es una función definida en el intervalo cerrado [a, b], enton¬ 
ces la Integral definida de f de a a b, denotada por: 

.b 


f(x) dx 


201 


está dada por: 

[ b f(x)dxo lio E f(r ) a.x 

J a DA 1*0 i-* 1 1 

si existe este limite. 

En la notación anterior, f(x) se llama el ¿níegaancto, a y b son los 
<¿xtnemo¿ de ¿ntegna<U6n\ el valor a es el extremo ¿n¿erUosi y el valor 
b es el exüiemo ¿upeAloA, 

El símbolo / dx es el llamado ¿Igno de ¿ntegnacüSn. Obsérvese que 
el signo de Integración siempre contiene al de diferenciación. 

Cuando se trató el concepto de las sumas de Rlemann, se vio que para 
una función dada, el valor de una suma de Rlemann es igual a la sima 
de los valores de las áreas de los rectángulos formados de acuerdo a 
la partición elegida y a los valores seleccionados. De hecho, 
históricamente, Rlemann llevó a cabo sus cálculos para obtener una 
aproximación del &aaa bajo ¿a cuAva. Es claro que si se elige una 
partición en donde la norma es más pequeña la aproximación será mejor, 
puesto que el número de rectángulos será mayor y éstos se aceACAAÍn 
más a la función. 

Desde luego, como se trató en el Capitulo II, los términos ¿e acer¬ 
can, ta nohma e¿ cada vez md& pequeña, etc., no tienen un carácter ma 
temático riguroso. Sin embargo, se les dio justificación al definir 
el concepto de limite y es por ello que en la definición de Integral 
definida se aplica un límite perfectamente válido. 

De todo esto se desprende que si ese límite existe, representa el va, 
lor del área comprendida entre la curva, el eje de las abscisas, y las 
rectas x » a y x - b. Obviamente, como en el caso de las sumas de 
Rlemann (figura VI.4), se debe considerar el signo de los valores 
f(5i) ya que en algunos casos se pueden tener áreas negativas, cuando 
la gráfica se encuentra abajo del eje X. 

En la figura VI. 5 se tiene representada la función y » f(x). El 
área entre la curva, el eje de las abscisas y las rectas x - a y 
x " b, se ha nombrado el área A. Entonces de acuerdo con el razona, 
miento anterior: 

A = | £(x) dx 



Figura VI. 5 
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la norma de la partición vale || A || ® Ax - — 
obsérvese que si || A || *► 0 equivale a: 


Como x 2 > 0 para toda x e £l, 3^], la interpretacién geométri¬ 
ca del resultado anterior sera la siguiente: 

La región acotada por la curva y ® x 2 , el eje X t y las rectas 

26 

x » 1, x ■ 3, tiene un área de -j- unidades de longitud al cuadra¬ 
do. La región se muestra en la figura VI.6. 



En todo el razonamiento anterior se ha supuesto que a < b. 

Para explicar qué sucede en el cálculo de la Integral definida cuando 
a > b o cuando a » b, se tienen las siguientes definiciones: 


f(x) dx - - f(x) dx 
a J b 


Ello se debe a que cada A.x es negativo cuando a > b. 

[ f(x) dx - 0 
' b 

Este es un resultado obvio, ya que para cualquier partición, A¿x vale 
cero si a » b. 

Además se pueden enunciar las siguientes propiedades que son: 


/ b . 

/ be / * \ 

f(x) dx " -f- 
* a 



(Contracción del intervalo) 


/ b | b + c 

I f(x) dx — i f(x - c) dx (Traslación del intervalo) 
'a ia+c 


VI.1.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

Se puede partir de la siguiente suma de Rlemann: 

Z fUJ A x 
i-i 1 1 


Z f(5¿) (x. - x. ) 

i-i x 1 11 


o bien: 
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en donde se ha escogido tal que: 

< x¿ i - 1, 2, .... n 


La siguiente figura VI.7 Ilustra la Interpretación geométrica de e¿ 
ta suma, en donde, como ya se había visto, se nota claramente que el 
límite cuando |J Ax || ■* 0 en esa sumatorla da como resultado el área 
bajo la curva, sobre el eje x y entre las rectas x-ayx-b. Es 
decir: 


n fb 

lim I f($i) A¿x - 1 f(x) dx 

||Ax||-*-0 i-i Ja 



Figura VI.7 


Por otro lado se pueden manejar la suma superior y la suma Inferior 
expresadas por las siguientes sumas de Rlemann e-Ilustradas en las f1_ 
guras VI.8 y VI.9 , respectivamente. 
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Suma superior: 



Figura VI.8 


E f(xi) (xí-xí-j) - f(xi) (xi-x 0 )+f(x 2 ) (xa-xi)+...+f(x n ) (Xn-Xn-!) 
i-i 

Suma Inferior: 



Figura VI. 9 


Y f( xí)Cxí +j - x¿) - f (xo) (xí-Xq) + f (xjXxj-X!) + ... + f (Xn-j) (*n“ *n-i ) 
i-0' 


Se observa que ambas sumatorlas, al tender a cero la norma de la par 
tlción, tienen un límite comün que es el área bajo la curva. Por lo 
que: 

n n-i fb 

iim E f(x£) (xí-xí-,)» lim E f(xi)( xí +1 -xí)= I f(x) dx 

|| Ax || +0 i" 1 |j Ax || -►O i°o l a 


Tanto en la figura VI.7 como eh las figuras VI.8 y VI.9 se puede 
ver cómo al tender a cero la norma de la partición, se tiene una In¬ 
terpretación geométrica de la Integral definida, en la que se aprecia 
claramente, en el límite, su aproximación al área bajo la curva. 


VI.1.4 FUNCION INTEGRABLE 


Dado que la Integral definida se ha establecido como un límite, la exls 
tencla de esta Integral será la consecuencia directa de la existencia 
del límite, luego entonces, se puede afirmar que una función es,integra¬ 
ble si el límite existe. Todo esto puede expresarse por medio de la si¬ 
guiente definición: 



Se puede observar que la definición anterior es análoga a la defini¬ 
ción de límite del capítulo II. 
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También se puede concluir que no Importa qué partición se escoja, ni 
qué valores se seleccionen, el valor del limite seré siempre el 
mismo. 

Obviamente el valor L será el valor de la Integral definida. 

A continuación se enuncia un teorema Otil, pero no se demuestra por 
estar fuera de los objetivos del curso. 

TEOREMA VI.1 

Hipótesis: 

y » f(x) es continua en [a, b] 

Tesis: 

y - f(x) es Integrable en ja, b] 


TEOREMA VI.2 


Hipótesis: 

y » f(x) es Integrable en el Intervalo |a, b} y k es una constan, 
te cualquiera. 

Tesis: 

b f b 

k f(x) dx » k I f(x) dx 
a * a 


Es conveniente aclarar que este teorema garantiza la existencia de 

Í a 

f(x) dx cuando f(x) es continua en [a, b], pero en algunos casos 
b 

puede existir esta Integral aun cuando la función sea discontinua en al_ 
gunos puntos de ja, b]. 

En otras palabras, la condición de continuidad en un Intervalo es sufi. 
dente pero no necesaria. 


VI.2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


Lo mismo que para otros conceptos vistos en este curso, el cálculo de 
la Integral definida por medio de su definición propiamente dicha, re¬ 
sulta laborioso y algunas veces complicado. 

Por otra parte, se trata de un concepto que no sólo sirve para la de¬ 
terminación de áreas, sino que tiene múltiples aplicaciones, algunas 
de las cuales se tratarán en los capítulos subsecuentes. Por todo es¬ 
to es necesario establecer un método más sencillo para el cálculo de 
las Integrales y en buena parte lo que ayudará a ello será el conoci¬ 
miento de sus propiedades. 

A continuación se enuncian, en forma de teoremas y se demuestran algu. 
ñas de las propiedades más usuales. 


Demostración: 

Como y ** f(x) es Integrable en £a, b], entonces: 


lim E f(£,) A.x existe 

tlAll-0 i-. 1 x 


Por otra.parte, es claro que: 


n 


lim 

11*11 * 0 i' 


r k f U,) 


V 


lim k E f(C.) A.x 
11A || -*> 0 i«*i 1 1 


( 1 ) 


puesto que k puede salir como factor común de cada uno de los sumandos. 
Además por algunos teoremas de limites vistos en ¿1 capitulo II: 
n n 


lim k 
l|A|| - 0 


£ f(C 4 ) A.x 
i=l 1 1 


lim k 

II A|| O 


lim 


£ f(C 4 ) A.x 
O i-i x 1 


» k lim 

11*0 * 0 


n 


£ f(C 4 ) A.x 
i»l 1 1 


... ( 2 ) 


entonces de (I) y (2): 


lim 

11 * 11-0 


E k fU ) A.x 
L-l 


lim 

!!*ll 


n 


z f(e.) *,x 
¡.-i 1 1 
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se puede concluir que: 

Q.D. 



Demostración: 

Como las funciones f y g son Integrables en £a, b3» entonces 
se llamarán: 

I f(x) dx » M y [ g(x) dx - N 

De acuerdo a la definición de integral definida, en el que f + g sea in 
tegrable y que [f(x) + g<x£] dx - M + N quiere decir que para cual¬ 
quier e > O debe existir 6 > 0 tal que: 

+ ¿i* - (M + M) | < e 

Para todas las particiones en que || A || <Ó y para cualquier 

h 6 C x i-i* puest0 que: 

n a 

M - lim E f(0 V ; N - lim E g(C±) A*x 
||A|| -*■ 0 i»i X 1 II A || *► O i"i 



por lo tanto para cualquier e > 0 existen 6x > O, <S 2 > 0 tales que: 


Ef(ÜA.x-H <-f- y Eg(Ü A.x-H < -s 
i»i 1 1 2 i-» 1 1 


para todas las particiones en que || A || < 6\ y I] a || < 62 y para cual¬ 
quier Ci<= Ocí.j, x£j. 


Entonces si ó es el mínimo de Ói , Ó 2 para cualquier e > 0 se 
tiene que: 


I f(t) A. x - M + Eg(í i )A i x-N <-§-+-|-" e •" <3 > 

L°1 1 1 Í«1 


para todas las particiones en que || A || <6 y para cualquier 
Por una propiedad de las desigualdades se tiene: 

\{l, *<«!> V - *) + (Í 8Ui) "i* - ") I 5 I il f(í i> V 


+ ¿, V 


de las desigualdades (3) y (4): 


|(Í^i) v + 4 i*) - (M 


+ N) < e 


por una de las propiedades de la sudatoria: 


£ ^i> v + ¿, v¿, d<«í> + h 


entonces de (5) y (6), se tiene que para cualquier K > 0: 





I ¿1 C £ ( c i> + *i* - (M + H) | < e 

para todas las particiones en que || a || < 6» donde 6 « mln (í x , 6 2 ) 
y para cualquier eie jx^i, xfj. 

Por lo tanto: 

Q.D. 

Este teorema puede generalizarse para cualquier número de funciones. 

Es decir, si £ J , f 2 , . . f R son funciones integrales en £a, b], 

entonces (f t + f 2 +• • • + f Q J es también Integrable en £a, b] y: 

í b 

L f i( x ) + f 2 ^ + • « • t (x)] dx « f (x) dx + f (x) dx) + 

• a n J a l 1 a 2 

f b 

+ ... + f(x) dx 

* a 



Por otra parte utilizando el teorema VI.2, el signo mía puede conven 
tlrse a signo me/to¿ si la constante k - - 1. 

Es decir: 




f(x) dx + 
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Demostración: 

Elíjase una partición A en [a, 0. Fórmese otra partición A' de la si * 
guíente manera: — 

si c - xí es decir, que c es uno de los extremos de una celda, enton¬ 
ces A* es exactamente la misma partición A. SI por el contrario c no 
es un punto de.la partición, pero pertenece al sublntervalo (xí_», xí] 
entonces la partición A 1 será la misma que la partición A pero tam— J 
bien Incluirá al punto c. Entonces las celdas de la partición A' son 
Iguales a la de A exceptuando a la celda |xí. x , xí] de A que se d1vj_ 
de en las dos celdas [xí_! , c ¡, xí]. 


SI ||A'|| es la norma de A' y ||A || es la norma de A: 


lió* II < IIA || 


Ahora sí en la partición A’ al Intervalo ¿I se divide en n sublnter 
valos, y el intervalo £, b] se divide en (n - r) subintervalos, la “ 
parte de la partición A* que va de a a c da una súna de Rlemann de la 
forma: 


J fU £ ) A x 
i=i * i 

mientras que la otra parte de A', es decir de c a b tendrá una su 
ma de Rlemann de la forma: ~* 


S f(Ü A.x 
i-r+i 1 1 

De acuerdo con la definición de Integral definida y algunas propiedades 
de la sumatoria, se tiene: 

f b n _ p n 

I f(x) dx» lim Z f(£.) A.x - lim \ Z f(£ ) A x + Z f 1 A *1 


}, in t , E f(C.) A X + lia I f(£.) A. 

IIA|| ♦O i-i 1 1 ¡Ull ..o i-r+i 1 1 
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dado que 0 < || A' |! < || A|| , se puede reemplazar || A|| 0 por j|A*|| -*-0 

entonces: 

Í b t n 

f(x) dx “ lim Z fUJ t.x + lia Z f(C¿) 

a ||tf||-0 i-i 11 || A'||-0 i-r+i 1 


por lo tanto de la definición de Integral definida: 



Demostración: 

El nOmero de posibilidades distintas que existen de ordenar estos tres 
nQmeros, si son diferentes, es seis: 

a<b<c b < a < c c<a<b 

a < c < b b < c < a c<b<a 

La forma a < b < c es la analizada por medio del teorema VI.4. Con 
ese mismo teorema se demostrará que cualquier otro orden también conduce 
a conclusiones válidas. 

Suponiendo que a < b < c, por el teorema VI.4 


t b 

f c 

f c 

1 f(x) dx + 

f(x) dx - 

f(x) dx 

* a 

' b 

' a 


como se sabe: 
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TEOREMA VI.6 
Hipótesis: 

y ° £(x) es una función tal que f(x) - k, en donde k es una constante 
cualquiera. 

Tesis: 

fb . b 

f(x) dx » kdx-k(b-a) 

'a i a 


Demostración: 

De acuerdo a la definición de Integral definida: 

[ b f(x) dx - lio I f(0 A.x 

para el caso que se quiere demostrar: 

I b o 

f(x) dx ** lim Z k A. x 
a ||¿||-0 i*> 1 


por el teorema VI.2: 


f(x) dx = k lio Z 
II A||-0i-l 


entonces: 


f b 

rb 

1 f(x) dx - k 

| dx - k (b - a) 

* a 

a 


Una interpretación geométrica de este teorema se muestra en la figu¬ 
ra VI. 10. En ese caso k > O y la Integral definida J b kdx propor¬ 


ciona la medida del área del rectángulo cuya base vale (b - a) y cu¬ 
ya altura es k. 



TEOREMA VI.7 
Hipótesis: 

1 ) y » f(x), y - g(x) son dos funciones Integrables en [a, b]. 

2 ) f (x) > g(x) x f [¡i, b] 

Tesis: 



Demostración: 

fb f b 

Como f y g son Integrables en £a, b]. I f(x) dx y g(x) dx 
existen. a a 


Por el teorema VI.3: 


j f(x) dx - j g(x) dx - j f (x) dx + j £ - g(x) J dx 



SI definimos con h una función tal que: 

h(x) » f(x) - g(x) 
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además se sabe que: 

¿,hUi>A.z - l 5 | i l l »(5 i )¿ 1 x - L | 

de la desigualdad (9): 
n 

Z h(£.) A, x - L < - L para II ¿II < 6 

i»i 11 


o bien: 


n 

.E h(5i) ¿¿x < O para || A || < 6 ... (10) 

Esta afirmación es Imposible, puesto que h(£i) es no negativo para 
toda i y cada ¿ix >0, entonces, existe una contradicción a la desi, 
gualdad (8) y por lo tanto es falsa. 

Luego: n 

lim Z h(£¿) Ltx >0 ••• 

II A II *0 1-1 


de (7) y (11): 
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Demostración: 

Por el teorema VI.6: 


De la misma forma, como m > f(x) * x e [á, b], por el teorema VI.7: 



m (b - a) 


... ( 12 ) 



f(x) dx 


Y 


por (13): 



M (b - a) 


(13) 


M(b - a) > 



(15) 


Como f(x) > m € [a, b], por el teorema VI.7: 

b b 

£(x) dx > / tadx 

a Ja 

tomando en cuenta (12): 

r b 

I f(x) dx > m (b - a) ... (14) 


de (14) y (15): 



En la figura VI.11 se puede observar una representación geométrica de 
este teorema. La integral J b f(x) dx da la medida del área comprendí^ 

da entre la curva de ecuación y » f(x), el eje de las abscisas y las 
rectas x ° a, x » b. Dicha área es menor que la del rectángulo cuya 
base es (b - a) y altura m; pero mayor que la del rectángulo con la 
misma base y altura m. 
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Demostración: 

Por el teorema VI.8: 

f b 

m(b - a) < f(x) dx < M(b - a) 
* a 



En la figura VI.12, se tiene una representación geométrica del teorema 
anterior, donde se puede ver la gráfica de la función y » f(x) definida 
en un Intervalo [a, 3* 

La Integral í b f(x) dx da la medida del área comprendida entre lacur 

va, el eje de las abscisas y las rectas x *> a, x » b. Por otra parte, 
la expresión f(x 0 )(b - a) representa la medida del área del rectángulo 
que tiene como base el valor b - a, y como altura f(x<,). 

Entonces la Igualdad j b f(x) dx - f(xo)(b - a) se puede Interpretar 

observando que en toda función continua, el área bajo la curva siem¬ 
pre podrá igualar el área de un rectángulo que tenga cono base la am¬ 
plitud del Intervalo de definición de la función y como altura el va¬ 
lor de la función en algún punto del intervalo. 

Este resultado es importante, pues resuelve un problema que histórica 
mente preocupó a muchos matemáticos que es el de la cuadratura del cÍ£ 
culo. 



Figura VI. 12 

Ejemplo VI.4 

Encontrar el valor de xo tal que f b x s dx » f(xo)(2 - 1) si 
sabe que: 




Solución 

X " f<*o>C2 " O 

f(x©> - ^ Vt” ” 


1.5536 





Figura VI. 13 


De acuerdo con el teorema del valor medio del cálculo Integral y obser. 
vando la figura VI.13, puede verse que el área comprendida entre la cur. 
va y - x s , el eje de las x y las rectas x - 1, x ■ 2 y que está repre¬ 
sentada por un rayado vertical, tiene el mismo valor que el área del 
rectángulo que tiene como base (2 - 1) - 1 y como altura f(x<>) - 15/A 
y que está representado con un rayado horizontal.* 

Algunos autores llaman al valor f(xo) el valor medio o promedio de la 
función y que es una generalización de la media aritmética usada en es 
tadlstlca. 


VI.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. INTEGRAL INDEFINIDA 


El problema del cálculo del área bajo una curva ha sido estudiado des. 
de hace muchos años. Quizas lós griegos fueron los primeros que lo 
trataron un poco más formalmente, usando los elementos de la Integral 
definida. Más adelante se hizo Intervenir el concepto de antídvUva- 
da , que en el siglo XVII, Newton y Lelbnlz utilizaron para calcular 
algunas áreas. Este concepto evolucionó hasta llegar a lo que se co¬ 
noce como el tejofiam ¿undam&rfal del cálculo. 
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VI.A.1 LA ANTIDERIVADA 

Para una mayor comprensión de estos temas, se tratará primero el con. 
cepto de antlderlvada. 


Definición: Una función F aera antiderivada de otra función f 
en un intervalo [^, bj, ai F'(x) - f(x) para todo 
valor de x en un intervalo. 


Ejemplo VI.5 

Sea F(x) - x 2 + 2; entonce? F' (x) » 2x. Por la definición ante¬ 
rior, si f(x) » F'(x), se tiene que f(x) - 2x. Se observa que 
f(x) es la derivada de F(x) y por lo tanto F(x) será antiderivada 
de f(x). 


Ejemplo VI.6 

Obtener una antiderivada de f(x) ■ 2x. 

Solución 

Una antiderivada de f(x) - 2x podría ser F(x) » x 2 . Como se 
puede observar, tanto F(x) B x 2 , como F(x) “ x 2 + 2, dada en el 
ejemplo VI.5, podrían ser antiderivadas de f(x) - 2x. 


Más adelante se demostrará que si Fi(x) y f 2 (x) son antlderlvadas de 
f(x), sólo difieren en una constante aditiva. 


TEOREMA VI.10 
Hipótesis: 

y - f(x) es una función tal que f'(x) « 0 , para todo valor de x de un 
Intervalo [a, ¿] 

Tesis: 

y - f(x) es una función constante para todo valor de x en [a, b} . 
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Demostración: 

Para demostrar este teorema se usará el mítodo de. neduccÁSn at ab¿w\ 
do, es decir, se supondrá como hipótesis algo falso y se llegará aúna 
contradicción, con lo cual se demostrará que la suposición es absurda. 

Suponiendo que f(x) no es constante en [a, b]; por lo tanto existen 
dos valores xi, *2 e ¡a, b] en donde xi < X 2 de tal manera que: 

f(xi) ¥ f(x 2 ) 

Por la hipótesis: 

f’(x) - 0 »xe [a,b]; 


por lo que la derivada también será nula para los valores xi y xj. Co 
mo la derivada existe en todo el intervalo la función también es con¬ 
tinua, por lo que se satisfacen las condiciones del teorema del valor 
medio del cálculo diferencial (teorema de Lagrange). Por lo anterior 
se puede asegurar que existe un valor xo dentro del Intervalo tal que: 

Xl < Xo < X2 



que es contradictorio con la suposición hecha, por lo que se concluye 
que ésta es absurda y necesariamente f(x) es una constante, quedando 
demostrado el teorema. 



Demostración: 

Sea la función: 

h(x) - f(x) - g(x) ... (19) 

derivando: 

h'(x) » f’(x) - g*(x) 
por la hipótesis del teorema: 

f * (x) - g'(x) ¥xg [a,b] 

por lo tanto: 

h’(x) - 0 ¥xe[a,b] 

del teorema VI.10, se sigue que: 
h(x) = C 

sustituyendo este valor y despejando f(x) en la ecuación (19), se tija 
ne: 



quedando demostrado el teorema. 
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TEOREMA VI.12 
Hipótesis: 

La función f(x) tiene una antlderlvada particular en [a, b] que es 
f<x). 

Tesis: 

La antlderlvada general de f(x) es: 

F(x) + C ... (20) 

donde c es una constante arbitraria y todas las antlderlvadas de f(x) 
se pueden obtener asignándole algún valor particular a c. 


Demostración: 

Suponiendo que G(x) es una antlderlvada de 
Por lo tanto: 

G'(x) » £(x) en 

por la hipótesis del teorema se tiene: 

F'(x) » f(x) en 

de (21) y (22): 

G'(x) = F'(x) en 

Del teorema VI.11 se tiene: 

G(x) => F(x) + C V x ]>, b] 

Como se supuso que G(x) es una antiderlvada cualquiera de f(x), es cla¬ 
ro que todas sus antlderivadas se pueden obtener por medio de F(x) + c, 
dándole algún valor particular a la constante arbitrarla c. Queda demo¿ 
trado el teorema. 

Si F es una antiderivada de f, entonces: 


F'(x) = f(x) 

diferenciando: 

d(F(x)) - f(x) dx 

Obsérvese que el p/toceao de anJUiiL{ViWLiaK equivale a encontrar la 
antlderlvada general de una función dada. 


'Ejemplo vi.7 

Obtener la antiderivada general de la función f(x) = eos x 

Solución 

Dado que: 

P* sen x » eos x 

una antiderivada de f(x) « eos x es precisamente: 

F(x) » sen x 

de aquí se sigue que la antiderivada general de f(x) » eos x es 

F(x) ■ 8en x + c. 

Volviendo al caso de la Integral definida, es conveniente señalar que 
la variable de Integración es muda, es decir, que el símbolo con que 
se representa no interviene en el resultado de la Integral definida. El 
valor de dicha Integral no cambia si se usan distintos símbolos parare 
presentar a la variable de integración: 

J a f(x) dx » | fl f(t) dt “ j a f(w) dw *» ... (23) 

en donde f representa la misma función. 


VI.4.2 INTEGRAL DEFINIDA CON EXTREMO SUPERIOR VARIABLE. TEOREMA FUNDAMEN 
TAL DEL CALCULO. REGLA DE BARROW. 


Antes de demostrar el teorema fundamental del cálculo, se establece¬ 
rá el concepto de la Integral definida con extremo superior variable 
y se demostrará un teorema Importante. 

Sea f(x) una función continua en el Intervalo [a, b]. Al ser una fuji 
ción continua es Integrable en ese mismo intervalo. Por lo anterior 


f(x) en el intervalo [a,b[. 

••• < 21 > 

[a.b] ... (22) 
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( b 

J a f(t)dt existe y proporciona un valor único. 

SI x es un número en [a, 0 se sigue que f(x) es continua en [a, xl en¬ 
tonces : 

í * f(t) dt 
* a 

define una función F cuyo dominio son todos los valores del intervalo 
(a, b|. El valor de la función para cualquier x e [a, b] será: 

F(x) » ( f(t) dt 


Para evitar confusiones, se ha empleado a t como variable de Integra¬ 
ción, dado que se está considerando el extremo superior variable y ha 
sido representado con x. 


TEOREMA VI.13 
Hipótesis: 

La función y ■ f(t) es continua en el Intervalo ¡a, b]; x es un valor 
cualquiera del Intervalo Ja, b| y F es la función definida por: 

F(x) - [* f(t) dt ... (24) 


Tesis: 


F* (x) - f(x) 


(25) 


Para la ecuación (25), si se considera que x - a, la derivada podré 
ser por la derecha de a y si x « b la derivada será por la izquierda 
de b. 


Demostración: 

Sean x y x + Ax dos valores del Intervalo cerrado [a, b¡ 

r* * x + Ax 

F(x) » j f(t) dt y F(x + Ax) = J f( t ) dt 

ent'onces: 

F(x + Ax) - F(x) - |* f(t) dt - f(t) dt ... (26) 


sabiendo que: 


- J* f(t) dt o | a f(t ) dt 


se tiene: 


rx + Ax rx ra rx + Ax 

Ja f(t) dt " Ja £(t) dt " J x fít) dt + Ja f(c) dt 


lo cual por el teorema VI.5, se puede escribir: 
f a f x + Ax f x + Ax 

J f(t) dt + J f(t) dt « J f(t) dt 

teniendo en cuenta esto en la expresión (26) queda: 


Í x + Ax 
x f(t) dt 

Por el teorema del valor medio del cálculo Integral, se puede 
rar la existencia de un valor x© e [x, x + Ax| tal que: 

rx + Ax 

J X f(t) dt - f(x©)(x + Ax - x) - f(x©) Ax 
de las expresiones (27) y (28): 

F(X + Ax) - F(x) » f(xo) Ax 
dividiendo entre Ax: 

^ ' F<X? ■ 


tomando limites cuando Ax •*> 0: 


lio F(x + Ax) - F(x) 
Ax + 0 Áx 


lio 

Ax-*-0 


f(Xo) 


obsérvese que el limite del primer miembro de la ecuación (29) 
derivada, es decir: 


li» F(x + ¿X) - F(x) . 

Ax-*-0 Ax * w 


por otro lado, como x©e£, x + Ax], al tender Ax -► o, Implica 
*o * y por tanto el límite del segundo miembro de la ecuación 
se puede escribir: 


.. (27) 
asegu- 

.. (28) 

. (29) 

es una 

que 

(29) 




lia f(*o) ■ lio fíxo) ■ f(x) 

Ax***0 Xq + x 

por lo tanto, según (29): 

F*(x) - f(x) ... (30) 

con lo que queda demostrado el teorema. 

La expresión (30) puede escribirse: 

d f(t) dt ■ f(x) 

dx J a 

en donde se ve que si en la Integral definida 

[ f(t) dt 
¿a 

se considera variable el extremo superior de Integración, se obtiene 
una función de él: 

P(x) - f* f(t) dt 
J a 

cpya derivada es Igual al Integrando como función de dicho extremo: 
f(x) 


En la figura VI.14, se Ilustra el contenido del teorema. 



Figura VI. 14 
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Demostración: 

Se tiene que la Integral f(t) dt, con extremo superior variable, 
de una función F cuya derivada en el Intervalo £a, es f. 

Por otra parte, la hipótesis de este teorema, establece que: 

8*00 - f(x) 

por el teorema VI.11: 

g(t) ■ J a f(t) dt + k (k » constante) ... (31) 

si en la ecuación (31) x - b 

/ b 

a f(t) dt + k (32) 

ahora si x - a en la misma ecuación: 

g(a) » J a f(t) dt + k ••• (33) 

de las ecuaciones (32) y (33): 

g(b) - g(a) - J* f(t) ét- f‘ f(c) dt 

pero: 

}* f(t) dt - O 
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-4.3 LA INTEGRAL INDEFINIDA 


Se llama integral Indefinida de la función continua f(x), a: 

X 

í f(u) du + C 
J a 

como se sabe según el teorema VI.14: 

-T-— f f(u) du » f(x) 
a 

se ve que la integral f x f(u) du es una antiderlvada de f(x), luego: 
»a 

! f(u) du + C 
a 

es la antlderivada general de f(x). 

Para representar la integral Indefinida de la función f(x) se escribe: 
f f(x) dx 

Obsérvese que los conceptos de integral indefinida y antlderivada son 
distintos, pero para las funciones continuas, la Integral indefinida y 
la antlderivada son la misma función. 

En las aplicaciones se trata con funciones que tienen derivada y esta 
derivada es continua. 

Supongamos que f(x) tiene derivada continua, entonces existe: 

... (34) 

Por otra parte cano f(x) tiene derivada, también es continua y existe 
la integral: 

f f(x) dx 






cuya derivada es: 


... (35) 


Comparando (34) y (35) se ve quej!..dx y ~ representan operaciones 
inversas. Aplicadas sucesivamente a la función f(x), destruyen susefec 
tos. Unicamente hay que observar que si se aplica primero JL y luego 

...dx, se debe sumar una constante arbitraria. 

El símbolo /...dx expresa la operación de antiderivada. 

Diferenciando a ffM dx se obtiene: 


... (36) 


según esto se puede considerar representada la antidiferenciación con 
el símbolo í . 

También se tiene que: 


... (37) 


comparando (36) y (37) se ve que los símbolos.J y d representan ope¬ 
raciones inversas. 


Como la primera aplicación importante del teorema fundamental del cal 
culo» es que por ser operaciones Inversas la derivación y la integra- - 
ción, las fórmulas para derivar vistas anteriormente, pueden usarse pa 
ra encontrar las correspondientes de integración. Así, dado que 
Dx x n = nx n “ l , se puede deducir fácilmente que: 

f n . x n+1 , 

J * = ñr+"~r + Cj n * - 1 


A continuación se presentan las fórmulas de integración mis elementa 
les, ya que existe una gran cantidad de ellas; basta mencionar que hay 
libros que contienen solamente fórmulas de integración. 
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/du ** u + C 

(38) 

/(u + v - w) dx = /udx + j vdx - f wdx 

(39) 

/au du » a/u du (a ** constante) 

(40) 

/ u n du » + C; n ¿ - 1 

(41) 

/ sen u du ° - eos u + C 

(42) 

/ eos u du *» sen u + C 

(43) 

/ sec 2 u dt» = tan u + C 

(44) 

/esc 2 u du “ - cot u + C 

(45) 

/ sec u tan u du = sec u + C 

(46) 

J esc u cot u du = - esc u + C 

(47) 

f du 

1 2 J ""‘ “ ang sen u + C 

(48) 

['— 5“—2 “ ~ ang tan — + C 

J a 2 + u 2 a e a 

(49) 

í du 1 ti 

1 U/JT7 ■ a 8ec a + C 

(50) 


5 INTEGRALES INMEDIATAS E INTEGRALES QUE SE TRANSFORMAN EN INMEDIATAS 
COMPLETANDO LA DIFERENCIAL 


Ya se habrá observado que el determinar una integral puede no ser siem 
pre sencillo. En el capítulo VIII se establecerán algunos de los méto¬ 
dos existentes de integración. El más sencillo de ellos, de hecho ya 
se ha explicado, y es el de comparar directamente el integrando dado con 
el de una de las fórmulas. A este procedimiento se le conoce como Inte* 
gración inmediata. A continuación se desarrollarán ejemplos He integra 
les inmediatas. 

Antes de integrar deberá estar completa la diferencial du, por lo cual 
si hace falta una constante como factor se multiplica y divide la inte¬ 
gral por dicha constante, sacando de la integral la constante que no ha^ 
ga falta para completar la diferencial du, tal y como lo indica la fór¬ 
mula (40). 
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Ejemplo VI.10 
Calcular: 

/x- dx 

Solución 

Aplicando la fórmula (41): 

JV dx=y + C 


Ejemplo VI.11 . 
Calcular: 



Solución 

Utilizando otra vez la fórmula (41): 



por lo canto: 



Ejemplo VI.12 
Calcular: 

Solución 

Separando en varios sumandos y efectuando el cociente: 

/«’+5j*-4 *-/(«♦ 5 -4f)dx 

aplicando las fórmulas (39) y (40): 

/ (x + 5 - 4x“ 2 ) dx m f xdx + 5 /dx - 4 /x“ 2 dx 


í x s + 5x 2 - 4 

I -*- 


dx 


T +5x + I 


+ C 


Ejemplo VI. 13 
Calcular: 


Solución 


/ sec x ton x dx 
/sec x tan x dx = sec x + C 


Ejemplo VI.14 
Calcular: 

Solución 


/ 


dw 


4 + „2 


/rrs?-T“* tan T + c 


.Ejemplo VI. 15 
Calcular: 

í (1 - x) /x dx 
' o 

Solución 

Aplicando las leyes de los exponentes: 

} e (l-x> x> /2 ) 

2(4) 3/2 2(4) */ 2 2(0) 3 / 2 . 2(0) ®/ 2 _ 16 64 _ 112 

”“ 3- 5- 3 5 3 " 5 15 



% 

(1 - x) Jí dx 
o 


112 

15 


finalmente: 
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Ejemplo VI. 16 
Calcular: 

en — * dx 

SoluciSn 

En este caso no es posible aplicar directamente la formula (42), 
ya que*es necesario que el argumento de la función seno, tenga 
completa su diferencial, es decir, si: 

su diferencial será: 

du ° i dx 

entonces, para poder aplicar la formula se multiplica y se divide 
por dos y asi la diferencial estará completa: 

sen jxdx*J |sen j x| (2) j dx 

el dos que está multiplicando a la expresión, puede ser sacado de 
la integral por la formula (40): 

I ** 2 Jsen y x | dx 

en este caso ya es posible aplicar la fórmula (42): 

I » 2 Jsen | x y dx - 2(- eos | x) + C 
I » - 2 eos — x + C 


Obsérvese que para aplicar la fórmula (41), es necesario compl£ 
tar la diferencial de u. 

/(x 3 + 2) l/2 x 2 dx - | /(x 3 +2) l/l 3 x 2 dx 

Aquí ya es posible aplicar la fórmula: 

I - | f (x 3 + 2) 1 /* 3x 2 dx » | 2 . < xS . f . - 2 . ? */ ■ * + C 
I » | (x 3 + 2) 3 / 2 + C 

Ejemplo VI. 18 
Calcular: 

/3x A - 2x2 dx 

Solución 

Si: 

-u ° 1 - 2x 2 =£■ du «* - 4x dx 

por tanto: 

I “ /3x /I - 2x 2 dx » - | f A - 2x2 (-4x dx) 

I = - | 2 < 1 ~ 2x *) 8/2 + C » - I (i - 2x 2 ) 3 ^ + C 

Ejemplo VI. 19 


En algunos casos no es posible aplicar directamente las fórmulas de 
Integración, pero por medio de'alguna transformación algebraica sencl. 
11a se puede llegar a una forma en la que sf están todos los elemen¬ 
tos de la fórmula. 


Calcular: 


/ 


dx 

1 + eos X 


Ejemplo VI. 17 
Calcular: 

/Cx» + 2)*/» x 1 dx 

Solución 

si ** u ** x 3 + 2 du ■ 3x 2 dx 


Solución 


í dx f _ 1 - COS X _ . / 1-CQ8X 

J 1 + eos X / U + eos x) (1 - eos x) J 1 - COS 2 X 


sen x sen x 


■ / ese 2 x dx - J cot x esc x dx = - cot x + esc x + C 


dx 
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Ejemplo VI.20 
Calcular: 


/sec 2 2ax dx 


Solución 


J-eec 2 2ax dx - -i j sec 2 2ax 2o dx = -i tan 2ax + C 


Ejemplo VI.21 
Calcular: 


Ejemplo VI.23 
Calcular: 


/ sec x tan x dx 
9 + 4 sec 2 x 


Solución 


sec x tan x dx 
9 + 4sec 2 x 


2 . f 2 sec x tan x dx 
2 J j3p + (2 sec x) 2 


j ang tan + C 


/ sen x dx 
eos 2 x 


Solución 


í sen x , f 

I Có¿2 x dx “ J tan x sec x dx ° sec x + C 


Ejemplo VI.22 
Calcular: 

f. 

y 4x 2 + 9 

Solución 

[ ^ „ í _dx 

y 4x 2 + 9 ] (2x) 2 + 


(3) 2 

si u = 2x du = 2dx 


I = 


1 í 2dx 

2 y (2x) 2 + 


1 2x 

Y3jT - -g ang tan ^- + C 


Ejemplo VI.24 


Calcular: 


í (x + 3) dx 

y /p? 


Solución 


i I *-± J>.d *. 0 ,/ xdx 3 f dx 

y A - X 2 J A - x 2 y /ix a 

" ^ / / T ^ + 3 / 7 f - X x 2 " " /X " x2 + 3 an 8 sen x + c 


.*. 1 = 3 ang sen x - A - x 2 + C 
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CAPITULO VII FUNCIONES LOGARITMO Y EXPONENCIAL E INTEGRALES ITOPIAS 


VII.1 LA FUNCION LOGARITMO NATURAL 


INTRODUCCION 


En este capitulo se tratará primero la función logaritmo natural 
cuya definición se apoya en una Integral. Después, el estudio de 
la función exponencial hará ver que ésta y la logarítmica son mu¬ 
tuamente Inversas. Aquí reviste Interés ver la similitud entre 
las propiedades de la función logaritmo natural y el logaritmoel¿ 
mental estudiado en cursos anteriores. 

También se contemplan los procesos de derivación e integración 
para ambas funciones, y se hace un breve análisis de las funciones 
hiperbólicas. 

Por otro lado se estudia la Regla de L' Hopltal para resolver H 
mites; se ven los diferentes casos del límite de una función cuan, 
do la variable tiende al Infinito y por último se presenta el con. 
cepto de Integral Impropia. 


VII.1.1 DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL 

La principal herramienta para calcular Integrales definidas ha sido 
la regla de Barrow, la cual expresa que: 

si 

- f(x) 

entonces: 

y f(x) dx - F(b) - F(a) 

Para poder utilizar esta regla es necesario primero encontrar una Inte 
gral Indefinida F para f. 


Por otro lado se sabe que para f(x) » x« se tiene que: 

/íOO dx - |x“ dx - C 

esta expresión es válida para n 4 - 1, lo que hace ver que no se cuer^ 
ta con una integral Indefinida para la función f(x) » x" 1 . 

Si esta función f(x) - x" ! , la cual no tiene una antidiferencial o fun. 
ción primitiva conocida, apareciera raramente, se podría uno contentar 
con integrarla utilizando métodos aproximados, pero como aparece con re 
latlva frecuencia, se ve la necesidad de estudiar el problema detallada, 
mente y la importancia de poder integrar una función como la expuesta e^ 
trlba en que definirá una función especial la cual rige multitud de fen£ 
menos naturales totalmente diferentes. 
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Se puede comenzar definiendo una cierta función de una integral Inde¬ 
finida para la función f(x) - £ . 

Esto es factible si se tiene presente el significado geométrico de la 
Integral definida y si se sabe ademéis que f(x) ■ “ es continua en el 
intervalo (0,®). 

Definición: Para x > 0 

define una función L(x) tal que - ^ en (0»®) 

En esta definición hay que aclarar que la elección del 1 como limite 
Inferior de Integración es conveniente, pero arbitraria. 


Vil.1.2 PROPIEDADES 

A continuación se estudiarán las propiedades de esta función fc(x). 
TEOREMA VII.1 

SI u y v son números positivos cualesquiera, entonces se cumple que: 

A. L(l) - 0 

B. • L(uv) - LCu) + L(v) 

C. t (i) - - LCu) 

0. L(^) - LCu) - LCv) 

E. L (u r ) - r L(u) 

Demostración: 

De acuerdo a la definición anterior se tiene: 




por lo tanto: 


d L(ax) _ l 
dx “ x 


Se observa que la derivada de esta función es Igual a la derivada de 
L(x) y recordando que una diferencial puede corresponder a varias fundo 
nes primitivas, existe entonces una constante c tal que: 

L(ax) = L(x) + c 

Si se aprovecha que L(l) - o se puede valuar ahora la constante. Enton¬ 
ces para x ■ 1: 

L(a) ° L(l) + C 

de donde: 


L(a) » C 





por lo que: 



L(u r ) ** r L(u) + C 
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nuevamente utilizando u » 1 se tiene c = 0, y finalmente queda: 

I L(u r ) - r L(u) I ... (E) 


con lo cual queda demostrado el 

teorema. 

Se podrían comparar las propiedades de esta función L con algunas pro 
piedades de una función usada en álgebra elemental como es el logarit¬ 
mo de base positiva y arbitrarla b + 1. 

Función "L" 

"Logaritmo" 

L(l) « 0 

log]} l “ 0 

L(uv) = L(u) + L(v) 

log], uv » log b u + log]jV 

2 

•J 

0 

l08b (u)“ " log b u 

l( 2)- l <“> - Uv) 

l°8b ( v ) “ log b u " log b v 

L(u*) ** r L(u) 

log b (u r ) = r log b u 


Aquí se observa que sin tomar en cuenta la notación, las expresiones 
de ambas columnas son idénticas. Por esta razón a la función L se le 
llama ¿uttcASn ¿ogarLUnUca. 

Realmente se tiene en L una herramienta matemática de mayor utilidad 
que el logaritmo del álgebra elemental, el cual está definido en téran 
nos de exponentes: lo ^ x es un nómero n tal que b n » x, en donde b es 
llamada la ba¿e. La potencia b n está definida, sin embargo, solamente 
para valores racionales de n; su gráfica entonces está llena de agtijt- 
fio¿ y no es derivable ni integrable, por lo que se ve que tratada como 
función tiene muy poca utilidad en cálculo. 

Por otro lado, la función L, además de tener las mismas propiedades 
del logaritmo elemental, es diferenciare e integrable ya que en suin 
tervalo de definición (0,oo), es continua y está representada por una 
sola regla de correspondencia. Por ésta y otras razones la función L 
es la ruUunat función logarítmica que se utiliza en cálculo y a la 
cual se le llama ¿oga/i¿tmo natuAaZ. Al logaritmo base 10 se le llama 
logattiXmo vuZga/i para enfatizar la distinción y en términos de nota¬ 
ción se utilizan los siguientes símbolos: 

logaritmo natural » ln logaritmo vulgar «* log 

Entonces la definición de la función L quedaría como: 
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SI se desea calcular ln x para cualquier valor arbitrario x > 0, se ha¬ 
ce lo siguiente: si se sustituye x por l + x en la definición, se tiene: 

fl + X . 

ln(l + x) - j — 

en donde esta integral puede ser interpretada como el área sombreada de 
la figura VII. 1. 



SI se recorre toda la gráfica una unidad hacia la izquierda, la gráfi¬ 
ca de - se convierte en la gráfica de t 4— y la nueva área será la de 
u 1 + u J 

la figura VII.2. 

f(u)i 



Por lo que se puede escribir finalmente la expresión para evaluar ln x 
para cualquier x > 0 

i" (1 + X) . / 

J 0 

Es evidente, por la definición, que el dominio de la función ln x es el 
conjunto de todos los reales positivos. 

Df » (O,oo ) 

En el siguiente teorema se establecen otras propiedades básicas de esta 
función y también se concluye con establecer que la imagen de la función 
ln x es el conjunto de todos los números reales. 


TEOREMA VI1.2 

Si f(x) ® ln x, entonces: 

A. f’(x) = ~ para toda x > 0 

B. f es una función creciente. 

C. ~ < ln 2 < i 

D. ln x ■+ + o» cuando x 

E. ln x + - oo cuando x 0 + 

F. Rf - R 


Demostración: 

A. Aquí se expresa algo ya tratado y se fundamenta en el teorema pri£ 
clpal del cálculo Integral ya que: 

si 

f — - ln x entonces * - — 

il u dx X 

B. Sabiendo que si f(x) - ln x, entonces f*(x) ■ ^y recordando lo v|s 

to con anterioridad, se sabe que la derivada de la función ln x es 
siempre positiva para x > O, hecho que conduce a afirmar que la fun 
clón es creciente a lo largo de todo su dominio, por lo que se tra¬ 
ta de una función uno a uno. 

C. SI se piensa en la Integral de acuerdo a su Interpretación como un 
área, el valor de: 


Figura VH.2 
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está representado por el área de la región sombreada de la figura 
VII.3. 



Por el teorema referente a las integrales, que da una cota superior 
y una Inferior, se tiene: 

área ADFE < / * — < área BCFE 5 \ < ln 2 < I 
" >x u - 2 - - 

D. Se debe demostrar que ln x crece sin límite cuando x crece indefini 
damente. 

Si n es un entero positivo cualquiera y si x > 2 n , entonces, como se 
trata de una función creciente, se cumple que: 

ln x > ln (2 n ) 

aprovechando propiedades de ln x y utilizando (c) se tiene: 
ln x > n ln 2 y como |< ln 2 < 1 

entonces: 

o lnx> ln 2 n » n ln 2 >-n 

como: 


E. De manera similar, si n es un entero positivo, 

— O cuando n ♦ + *> 

2 n 

si O < x < —, como la función ln x es creciente: 
2» 

ln x < ln - n ln 2 

como ln 2 > se puede decir que: 

ln x < - j n 

como x < — se sabe que x 0 cuando n ■+ +oo. 

2 n 

Cuando n-^ + ao, - j n + y por lo tanto: 


ln x -► - » cuando x -► 0 + 


F. Las propiedades (D) y (E) hacen patente que la función ln toma 
todos los valores reales desde - oo a + oo-por lo que: 


Rf ° IR 


y así queda demostrado el teorema VII.2. 

VII.1.3 GRAFICA 

En el análisis de esta función ln x ya se vio que su domino es el in¬ 
tervalo (O,®) en los números reales y que su recorrido es el conjunto 

Para facilitar el trazo de su gráfica, se debe recordar que se trata de 
una función uno a uno creciente. Por otro lado si se obtiene la segunda 
derivada: 


f (x) - ln x; f' (x) - ^ ; f"Cx) - - pa¬ 


para: x > 0 


cuando: 


se ve que siempre es negativa, por lo cual lleva a pensar que la fun¬ 
ción en su gráfica es siempre cóncava hacia abajo. Además, el hecho 
de que en su definición: 


n + «o 


se tiene que: 



ln x 


ln x + + oo cuando x -* + oo 




228 


la Integral representa un área, la cual cada vez aumenta con mayor len¬ 
titud, manifestando un Incremento constante, pero con más suavidad con¬ 
forme se incrementa *. A continuación, en la figura VII.4, se presenta 
la gráfica de la función f(x) » in x. 



En la gráfica se observa que la función vale 1 cuando x es aproximada¬ 
mente 2.71. Entonces se puede asumir que existe un número e tal que: 

ln e ■ 1 


Este número, único porque la función ln x es uno a uno, es de los más 
Importantes números de las matemáticas. Por razones que se aclararán 
posteriormente, es llamado ¿a ba¿z de to¿ ZogaAlXmo¿ nalanalei y de. la. 
¿unción exponencial. Se puede probar que e es Irracional. Un valor 
aproximado de e es: 


e * 2.718281828 


VII.2 LA FUNCION EXPONENCIAL. FUNCIONES HIPERBOLICAS 

VII.2.1 DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL 

Como la función ln x es monótona creciente, entonces es uno a\ino y da¬ 
do su recorrido en los reales, se concluye que tiene inversa. Y a esta 
inversa se le llamará exp. Es decir: 

exp *» ln -1 

y se sigue: 

y » exp x si y solo si ln y « x 

Como se sabe, el dominio de ln x es (0,») y el recorrido es m, por 
lo que el dominio de la función exp x será ir y su recorrido (0,a>). 

Dos expresiones muy Importantes, que ayudarán en la demostración de al¬ 
gunas propiedades de exp x son: 

exp (ln x) = x ¥ x > 0 

ln (exp x) ° x ¥ x e IR 

VII.2.2 PROPIEDADES 

Las propiedades básicas de la función exp x están dadas en el siguiente 
teorema: 


TEOREMA VI 1.3 SI f(x) «= exp x, entonces: 

A. f es creciente para todos los valores de x 

B. (exp u) (exp v) «* exp (u + v) 

c - “-5 - —P C» - -o 

D. (exp u) V exp uv 

E. f(x) + oo cuando x + « Q 

F. f (x) -*■ o cuando x ** - oo 

Demostración: 

Sean: u y v e r 

B. ln 0 ex P u) (exp v)] » ln (exp u) + ln (exp v) 
= u + v 

° ln [exp (u + vQ 





y por lo tanto: 


(exp u) (exp v) » exp (u + v) 

C. De manera similar: 

ln ( exp v ) “ 1x1 (exp ~ ln íexp v) 

“ U - V 

“ ln [exp (u - vO 

y por lo tanto: 

“ «p (u - v) 

D. De la misma manera para cualquier número real u y para cualquier 
racional v: 

ln j^exp u) v ]“ v ln (exp u) 

- uv 

» ln (exp uv) 

y por lo tanto: 

(exp u) V » exp uv 

E. f(x) -*■ + oo cuando x -► + ® 

F. f(x) O cuando x -*■ - » 

Estas dos propiedades se demuestran análogamente a las correspondíen 
tes para la función ln x. Todo esto se fundamenta en el hecho de que 
la función exp x es la Inversa de la función ln x, ya que: 

D In “ «.o*) ' R exp y R ln - R - D oxp 

Para demostrar la propiedad (A), sean y, = ex, x, y y, - exp , con 
x 2 > xj se debe probar que y 2 > y x . Por la definición de la función 
Inversa se tiene que: 

X, ■ ln yj y X 2 » ln y 2 

Como la función ln es creciente, la única forma de que se cumpla la de 
slgualdad x 2 > X| es que y 2 > y 2 . 

Se puede ver ahora por qué a esta función se le llama exponencial. 
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Para cualquier racional x, la cantidad e x está definida por las reglas 
del álgebra elemental y, 

ln e x = x ln e 

ln e x « x 

por lo que: e x - exp x para todo número racional x. 


Las potencias Irracionales no están definidas eri el álgebra elemental; 
ningún significado es asignado, por ejemplo, a 21 * o a 5*. Entonces 
e* no esta definida para valores irracionales de x, y por lo tanto se 
está en libertad para Implementar una definición si asi se desea. Co¬ 
mo exp x está definida para todo valor real de x, y como exp x » e x 
para valores racionales de x, se podría tomar esta última expresión p<L 
ra hacer una definición en el caso de que x sea Irracional. Entonces, 
con la validez de que para toda x e® se tiene e x - exp x, todo valor 
de la función exponencial puede por lo tanto ser escrito como una po¬ 
tencia de e, de ahí el nombre de exponencial. Y como la forma e x es 
más nítida que exp x, se usará comúnmente. Estas serian entonces las 
propiedades de notación exponencial: 

y “ e x x 0 ln y 

e ln x D x . x > O 

ln e x ® x 

e x ey r> e x+y 


eJC 

ey 


e x-y 


(e x )y o <>xy 

La ecuación (exp u) v « exp uv, que en notación exponencial se escribe 
como (e x >y - e*y se ha comprobado sólo para valores y racionales; pero 
se podría demostrar para todo número real y. 

VII.2.3 GRAFICA 

Para facilitar la construcción de la gráfica se puede tocar ligeramen 
te el concepto de derivada para la función exponencial. SI se tiene: 

y = e x 

o bien: 

ln y » x 

si se deriva esta expresión en forma Implícita: 



y» o y 
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por lo que: 

b gX >0 V x £ F 


donde se ve que la función exponencial tiene la notable propiedad de 
ser igual a su derivada. De la misma forma: 

d 2 e x 

“d£2“ “ e x > 0 ¥ x e IR 

Como las dos derivadas son siempre positivas, se trata de una función 
siempre creciente y cóncava hacia arriba. Su gráfica es la siguiente: 




Figura VII.6 


Ahora se procederá a realizar un breve análisis de las funciones hlper 
bóllcas, para más adelante estudiar todo lo concerniente a la deriva-” 
clón e integración de las funciones In x y e*. 


vil.2.A FUNCIONES HIPERBOLICAS 


Esta gráfica también puede obtenerse a partir de la gráfica de la fun¬ 
ción in x haciendo una reflexión en la recta y ** x (función identidad). Relación entre las funciones circulares y las hiperbólicas. 


Las funciones trigonométricas seno, coseno, tangente, cotangente, se- 

A continuación se presenta una figura donde se muestran las dos fundo. cante y cosecante se definieron en relación con la circunferencia: 

nes en estudio y en la cual se puede apreciar claramente que una es In¬ 
versa de la otra y viceversa. 

X 2 + y 2 - 1 

y se llaman ¿imcion&i t/Ugonm¿t/Uca¿ cÁAcuJLafieA . 
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Las funciones hiperbólicas, en cambio, se definirán en relación con 
la hipérbola x 2 - y 2 » 1, de ahí su nombre. 

En la figura VII.7, se tiene una circunferencia de radio uno y cuya 
ecuación es x 2 + y 2 ■ 1. Sea P(x, y) un punto de ella. 



Area del sector circular oap » 71 ° ~ 2 ~ ^ ~ u * 

cano: 

r - 1 

área del sector circular: 

OAP » u 2 ; Í D 2 Area OAP 


Entonces el número <J puede tomarse como la razón entre el área del se£ 
tor oap y el área del triángulo oab, la medida del ángulo < puede defr 
nlrse como el doble del área del sector circular oap que el ángulo dete£ 
mina en el circulo unitario. 

Este enfoque de i permite desarrollar una trigonometría basada en la 
hipérbola x 2 - y 2 » 1. 



Figura VII.8 

Sea p(x, y) un punto de la hipérbola en el primer cuadrante. Razonan¬ 
do en forma análoga a la anterior, se tiene que: 


El número real 0 se define como el doble del área del sector hlperbó-l 
Ileo oap. Este número e se llama la mextida kípeAbóLLcA del ángulo 
aop, con arco ap de la hipérbola. 

• Q o área del sector OAP o área del sector OAP 
*' área del A OAB 2. 

2 _ 


SI se calcula el área del sector oap: 


también se tiene que: 
área del A oab ° ~ u 2 


i 


área del sector OAP _ 2 . 

área del A OAB _1 

2 


Area OAP » Area del A OOP - (área bajo la hipérbola de A a C) 
luego: 

Area del A OCP ■ 


/; 




1 du 


por lo tanto: 


Area ACP 
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VII.2.5 LA CATENARIA Y LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Si se deja colgar en forma libre una cadena o un cable entre dos so¬ 
portes, se forma una curva llamada cxxXjtxahÁJi (del griego katena que 
significa cadena). Las catenarias se encuentran por donde uno mira, 
en una reata de tender, en un cable telefónico, en los cables de sus¬ 
pensión de un puente. La forma depende del peso y .la tensión del ca¬ 
ble, pero sus ecuaciones son todas de la misma forma y están íntlmameji 
te ligadas con la función exponencial. 



Figura VII.9 


Haciendo un análisis de las fuerzas que actúan en un cierto arco de la 
catenaria (cuyo desarrollo no forma parte del curso), se llega a la e- 
cuaclón cartesiana de la catenaria: ^ 


y - \ (e* + e-*) 

expresión que define al coseno hiperbólico de x. 

Además de las dos funciones hiperbólicas ya tratadas se tienen otras 
cuatro definidas en términos de aquéllas: 

la tangente hiperbólica tan h x » || ~ 

la cotangente hiperbólica cot h x ® ““'■¡H: x 4 O 


la secante hiperbólica 


la cosecante hiperbólica 


csch * ■ seA x 


x 4 0 





y " sen h~ 1 x 


Si y solo si 


x ■ sen h y 
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y el dominio e Imagen de la Inversa son los reales. 



Figura VH.13 

Siendo la función coseno hiperbólico una función par, no es Inyectlva 
y por lo tanto no tiene Inversa. Sin embargo, si se define: 


f(x) = eos h x ; x ^ 0 


entonces, se tiene una función uno-uno que tiene inversa y se conoce 
como la función coseno hiperbólica Inversa: 

y = eos h _I x si y solo si x - eos h y y > 0 



Figura VII. 14 


Las funciones tangente hiperbólica, cotangente hiperbólica y cosecan¬ 
te hiperbólica son continuas y monótonas, por lo que admiten Inversas, 
y se definen como: 

y » tan h -1 x si y SÓlo si x - tan h y 
y - cot h _l x si y sólo si x » cot h y 
y “ esc h“*x Si y SÓlo Si x ° esc h y 



Figura VII.15 

La función secante hiperbólica no tiene Inversa. Sin embargo, si se de 
fine como f(x) - sec h x; x > 0, entonces es continua y monótorta en todo 
su dominio y su Inversa será? 

y « sec h -1 x si y SÓlo si x - sec h y y > 0 
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Las funciones hiperbólicas inversas pueden ser expresadas en funciones 
de logaritmos naturales, debido a que la función logarítmica es la in¬ 
versa de la exponencial. Asi por ejemplo, para citar alguna se tiene 
que: • 

sen h -1 x = Xn (x + /x 2 + 1) ¥ x e IR 


VII.3 DERIVACION E INTEGRACION DE LAS FUNCIONES LOGARITMO, EXPONENCIAL Y 
DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 


VII.3.1 DERIVACION E INTEGRACION DE LAS FUNCIONES LOGARITMO Y EXPONENCIAL 


Se pueden ver algunos ejemplos en los cuales, aparte de utilizar este 
proceso de derivación, se usarán propiedades de la función ya conocidas. 

Ejemplo VII.1 

Calcular la derivada de y = ln |x 2 - l| 

Solución 

d(ln |x 2 - 1[) D _1_ (2 . 

dx x 2 - 1 UxJ 

- <* * ± 1) 

Ejemplo VII.2 
Derivar ln /x(x 2 + 3) 

Solución 


Partiendo de la definición de la función logarítmica: 
du 


ln x a 


1. U - 


x > 0 


y aplicando el teorema fundamental del cálculo, se tiene que: 

x > 0 


■iqn_ x> . I. 

dx x» 


si x < o entonces ln x no está definida, sin embargo ln (-x) existe, y 
si se deriva aplicando la regla de la cadena: 

- -L ( -u = J- 

dx -x x 


cano la derivada es — para cada caso, se pueden combinar estos resulta¬ 
dos: x 


d £ln IxQ i 

dx x 


válida para toda x i 0. En forma más general, si u y |u| son ambas di¬ 
ferenciales yuO, entonces se llega a la siguiente expresión: 


d [ln |u| J = 1 du 
3x u dx 


y “ ln /x(x 2 + 3) ■* [ln x + ln(x 2 + 3jJ 

ÉL m i . l (l) + I 

A* O O 


dx 

Í B I + 

dx 2x x 


x 2 + 3 


x 


ÉL 

dx 

jemplo VII.3 


3(* 2 ± 1 ) 
2x(x 2 + 3) 


/T 


Solución 


Tomando logaritmo y derivando implícitamente: 

ln y « y [ln(x 2 - 1) - ln (x 2 + 1$] 



1 f 2x 2x1 

2 



2x 

(x 2 - l)(x 2 + I) 

_2x_ . /x 2 - I 

(x ¿ - 1) (x 2 + I) V x 2 + I 


y' 


(x 1 - l)Vz 


,2X (x¿ + lWz 
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Si u » f(x); entonces la fórmula de integración correspondiente es la 
siguiente: 


= ln |u| + C 


Ejemplo VII.A 

Evaluar / cot x dx 

Solución 


Se sabe que: 


cot x 


eos x 
sen x 


y ademas: 


. d(sen x) 
dx 


n eos x; 


entonces, a través de un cambio de variable se tiene: 

Í cot x dx « i —■ dx ; u » sen x ; du ■ eos x dx 
J senx 

por lo que: 

j^-lnu+C 

de donde: 

/cot x dx = ln |sen x| + C 
de manera similar se podría demostrar que: 

/tan x dx «* - ln |cos x| + C 

Ejemplo VII.5 

Se desea calcular el valor de: 


/ 


x - 1 

x 2 - 2x + 5 


dx 


Solución 

Mediante un cambio de variable: 

u ° x 2 - 2x + 5 


por lo que queda: 


1 Íél 

2 y u 



= ln u + C 

j -~ 2~ 5 dx ° | h (x 2 - 2x + 5) + C 


Si se tiene la función exponencial: 

y ■ e x x e TR 

y como se vio con anterioridad, su derivada es la misma función, es de 
cir: 




y lo mismo sucedería con todas sus derivadas sucesivas. Para general! 
zar la expresión que define la derivada de la función exponencial se 
utiliza u = f(x) y la regla de la cadena, por lo cual: 

y » e u ; u ° f(x) 


ÉL 

dx 


c u 

dx 


Ejemplo VII.6 

Se trata de encontrar la derivada de: 


Solución 


ÉL 

dx 


(-3) 


• Í1 


' dx 


-3e“ sx 


Ejemplo VII.7 
Calcular la derivada de: 

e tan x 


Solución 

y „ e tan x 

ÉL „ e tan x d tap 
dx dx 

- etan x aec 2 x 


du = 2(x - 1) dx 




La fórmula para la integral de la función exponencial es en consecuen¬ 
cia: 

Je* dx = e* + C 
y generalizando quedarla como: 



Ejemplo VII.8 

Calcular jx e " l+x dx 

Solución 

Con un cambio de variable se tiene que: 

u “ - 1 + x 2 ; du “ 2x dx 

de donde: 

Ix e- l+ * 2 dx - | je* du - - e“ + C 

por lo tanto: 

X e- l+ * 2 dx - i e- l+ * ! + c 

Ejemplo VII.9 

Evaluar la siguiente integral: 

/e" sen x (eos x) dx 

Solución 
Si se hace: 

u = - sen x 
du - - eos x dx 

con lo cual: 

/e" sen x (eos x) dx - - /e u du 
» - e u + C 


/ c -sen x 


(eos x) dx ■ - e" sen x + C 
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INTEGRACION.- Ahora se presentará una serie de fórmulas para Inte¬ 
grar funciones hiperbólicas y algunas otras que revisten mucha útil], 
dad. Hay que recordar que este tipo de funciones son una herramlen™ 
ta muy importante y sirven para simplificar otros procesos matemáti¬ 
cos en este curso y en cursos más avanzados. 
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/ sen hu du - eos hu + C / eos hu du » sen hu + C 

/ tan hu du = ln eos hu + C / cot hu du “ lnjsen hu| + C 

/ aec h 2 u du « tan hu + C f ese h 2 u du ** - cot hu + C 

/ sec hu tan hu du » - sec hu + C / ese hu cot hu du ■ - ese hu + C 


f du 
1 ^u 2 + a 2 


sen h” 1 — + C 


/ du 


u > a > 0 


u 2 < a 2 u 2 > a 2 


Ahora se verá qué sucede con las funciones logarítmica y exponencial 
al entrar en juego otras ba¿e¿. 


VII.4 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A OTRA FUNCION 
VII.4.1 CAMBIOS DE BASE 

Habiendo definido e* para todo valor de x e R, se pueden definir aho¬ 
ra potencias reales de bases diferentes de e. SI b > o y x es racional, 
entonces b x tiene significado del álgebra elemental. 

SI 

y. - b x 

y se toman ln 

ln y “ x ln b =£► 
e lny» e xlnb 

y » fi x ln b ^ x e Q 

pero el lado derecho está definido -v x e m y por lo tanto puede tomar, 
se esta ecuación como definición de b x cuando x es Irracional. 

Definición: Para toda b>0 y V x c R 
bx » e x ln b 


Para cada valor de b, la función f(x) » b x , se llama ¿unción exponen¬ 
cial; cuando b » e la función correspondiente, se llama ¿unción exponen 
c tal por ser la más Importante y la más usada en diferentes aplicacio¬ 
nes. 

Las propiedades elementales de los exponentes se conservan, es decir: 
b x by = b x + y 

^ o b x - y 

by 

(ab) x = a x b x 

(b x )y - bW 

Como la función b u es derivable si u lo es, entonces b x es derivable y: 



„ e xlnb ln b 


■ b x ln b 

Puede llegarse a este mismo resultado si se deriva en forma logarítmi¬ 
ca 

y « b x 

ln y “ x ln b 
7 y* - ln b 
y' B y ln b 
y' » b x ln b 

y en forma general: 

y “ b u ; u = f (x) 


dx 


lnbáü 

dx 


también se tiene: 

/ b “ du " ¿T + c 

expresión que resulta fácil de comprobar si se deriva el segundo miem¬ 
bro. 
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SI b > 1, entonces in b > 0 y se concibe que b x es creciente; si 
0 < b < l, entonces la b < O y b x es una función decreciente. La figu¬ 
ra VI1.16 muestra la gráfica de y = bx para determinados valores de b. 
Nótese que 




2" x 


y por lo tanto la gráfica de y ** (-y) puede obtenerse de la gráfica de 
y ° 2 X haciendo una reflexión en el eje Y. 



Se ve que la función y - b x siempre es monótona, ya sea creciente o d£ 
creciente, por lo que admite inversa. Esta Inversa se llama el logarU 
mo de base b y se denota log b 


Definición: Si b > O, b t* 1» entonces y » log^ x x - b y . 


Para cada valor de b se define una función logarítmica, véase figura 
VII.17. 



Como lo^ x y b x son inversas, la gráfica de y - iog b x puede obtener 
se de la gráfica de y = b x haciendo una reflexión en la recta y » x. 

Si: x «* b y 


entonces: 


ln x » y ln b 


de donde: 


la x 

y " kb { 


!og b x 


Jt 

ln x 
ln b 


en particular si b » e; 

logg x 


ln x 
ln e 


“ ln x 


por lo tanto, el logaritmo natural es el logaritmo base e y si b « 10, 
se tiene el logaritmo vulgar. Para encontrar la derivada de la fun¬ 
ción y = log b x se tiene que: 


y 


i°g b x 


„ la.* 

ln b 
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dx ln b x 



1 

dx 

x ln b 


SI se compara este resultado con - — da al menos una Idea de 

por qué las matemáticas prefieren trabajar con el logaritmo natural, y 
por qué se llama müvulL. 


f'(x) - 3* x ln 3 • 5 
f f (x) - 3* x 5 ln 3 


Ejemplo VII. 11 

Calcular la derivada de f(x) - lo 8> ( x 2 - 1) 


Generalizando la derivada se tendrá: 


Solución 


y - log b u ; u - f(x) 

dy m 1 du 
dx u ln b dx 

Por otro lado si e x » N 


pero: 


x log b e - log b N 


por lo que: 


x ° ln N 


luego: 


ln N logj, e » log b N 


derivando: 


y “ logb U *» ln u log b e ; u • f(x) 


o bien: 


f(x) 

f'(x) 


f’(x) 


° log, (x 2 - 1) 

- 1 

(x 2 - 1) ln3 

ii_ 

(x 2 - 1) ln 3 


(2x) 


f '<*> " X _ t (2x) log, e 


f’(x) 



log, e 


ÍH logK e Ejemplo VII. 12 

dx u dx 8 b 

por lo que cualquiera de las dos expresiones puede ser Indistintamente Calcular /x 2 5 2x3 dx 

empleada. Ahora se presentan algunos ejercicios de aplicación. 

' Solución 


f x 2 5 2x * dx 

Ejemplo VII.10 J 


Derivar: f(x) - 3 5X 


Mediante un cambio de variable: 


Solución 


u - 2 x 3 


f(x> - 3 5 * 


du - 6 x 2 dx 




de donde: 
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y finalmente: 

En esta expresión, el primer sumando equivale a derivar ü V consideran¬ 
do cano constante a v, el segundo sumando es la derivada de u v conslde 
rando a u como constante. 

Ejemplo VII.13 
Derivar f(x) - x 

SoluciSn 

f(x) - x*^" 

f'<x) - .5 ‘ (1) + x'fc ln x 1 

2 ^ 

+ 1 

f'Cx) - (2 + ln x) 

2x /x 

1/2 

f * (x) ■ x -^- (2+lnx) 

Ejemplo VII.14 

Calcular la derivada de (sen x) x 

y - (sen x) X 



Solución 
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< ty — « x (sen x) X 1 eos x + (sen x) X ln sen x (1) 
dx 

9 

• -T-Uenx)* (JM*. ♦ 1« senx) 

Ejemplo VII.15 

x * 

Calcular f'(x) para f(x) - x 
Solución 


si se aplica la función logaritmo natural y 
miembros, se tendrá: 

ln y * ln x r 
ln y - r ln x 


si se deriva: 



fCx) 


de donde: 


X X 

V (x) - x x x X “ 1 + x x ln x ( x x x “ 1 + x x ln x ) 

f'Cx) - x x * +x “ 1 + x x + x ln x + x x + x (ln x) 2 

x 

tomando x X + x como factor común queda: 

f'(x) - x x * + X + ln x + (ln x) 2 ) 


VII. 4.3 DERIVADA DB UNA FUNCION ELEVADA A UN EXPONENTE REAL 


En el capitulo III se trató la derivada de una función elevada a un e¿ 
ponente natural y se hizo notar que la fórmula de derivación obtenida 
era válida para todo exponente real, aunque sin demostrarlo. 

Con el auxilio de la función JtogcmUmo natuAot se puede demostrar fác11_ 
mente cómo la expresión vista en el capitulo III se cumple para cualquier 
exponente que pertenezca a los números reales. 

En efecto, sea la función Identidad elevada a un exponente real: 


dx 


y sustituyendo y - x r se tiene finalmente: 



» r x 


r-t 


que es la fórmula ya conocida. 

Para el caso de otro tipo de funciones, se 
utilizando la regla de la cadena, es decir 
ción de función. 

Asi: 


entonces: 


y - u r ; u - f(x) ; r 



« r u* -1 


du 

dx 


sus propiedades en ambos 


irocede de la misma manera, 
a derivación de una fun- 


€ m 


y - x r ; re» 
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VII.5 LIMITELE UNA FUNCION CUANDO LA VARIABLE TIENDE AL INFINITO. REGLA 
DE L'HQPITAL. INTEGRALES IMPROPIAS 


Solución 


VII.5.1 LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO LA VARIABLE TIENDE AL INFINITO 

Aunque en el Inciso VII.2, se trató la no-existencia del límite, es de 
clr, cuando la función tiene como límite a: + ooó - oo , y también se 
vio lo que sucedía mecánicamente cuando la variable Independiente ten- 
día a + oo ó - oo ; cabe citar aquí con rigor en la definición, cuándo la 
función tiene como límite al Infinito y cuándo la variable tiende al l£ 
finito. El problema se enmarca en cuatro casos que a continuación se 
tratarán. Durante este estudio se debe tomar en cuenta que es distinto 
el tratamiento de un límite cuando el argumento tiende a Infinito y 
cuando tiende a cualquier valor real, ya que en el primer caso no-se¬ 
ría aplicable siquiera la existencia del límite a través de la Igualdad 
de los límites. 


Para codo' número M, can grande como se quiera, existe N 
que: 


f(x) > M siempre que x > N 


en efecco ai: 



por hipótesis: 


PRIMER CASO 

Sea y - f(x) una función definida en los reales cuya gráfica se ve 
en la figura VII. 18. 



Definición: lim f(x) » oo si para todo numero M tan grande co 
x + oo 

oo se quiera, existe un valor N (que depende de M 
y de f<x>) tal que: 


f(x) > M siempre que x > N 


Ejemplo VII.16 

Sea f(x) “ x a ; f : H -*■ TR ; demostrar que lim f(x) ■ oo 

x oo 


x > N 


x > 


x* > M 
f(x) > M 

La gráfica de esta función se muestra en la figura VII.19. 



Figura VII.19 


tal 




En forma análoga se definirla: 


lim f(x) «* - oo 
x -*■ oo 


lim f (x) « oo 
x -► - 00 




Figura VII.21 


lim f (x) * - oo 
X**“- OD 



Figura VII.22 


SEGUNDO CASO 


Sea y » f(x) una función continua, definida en los reales y cuya grá 
fica se ve en la figura VII. 23. 



Definición: lim f(x) « L si para toda £ > O y tan pequeña co- 
x -► oo 

tao se quiera, existe un numero N (que es función 
de c y de f(x)) tal que: 


|f(x) - L| < e siempre que x > N 


La recta y » L es una asíntota paralela al eje x. 


Ejemplo VII.17 

2 ** 

Sea f(x) - —- a-r-j - » f : H + m , demostrar que lim f(x) « 

X *r ¿ x OO 

Solución 

Para toda £ >-0 y tan pequeña como se quiera existe un valor N 
tal que: 


|f(x) - 2| < e 


siempre que 


x > N 








246 


TERCER CASO 


Sea y «* f(x) una función definida en los reales, cuya gráfica se ob 
serva en la figura VII. 28. 



Ejemplo VII.18 

Sea- f(x) “ ——- con x + 2, demostrar que lim f(x) » oo 

.1* - 2| x 2 

Solución 

Para todo nGmero M tan grande como se quiera existe un 6 tal 
que: 

f(x) > H siempre que |x - l\ < 6; M > 0 

en efecto si: 



f 


por hipótesis: 


|x - 2| < í 

U-2|< 


1 

|x-2| 


> M 


de donde: 


f(x) > M 


y su gráfica se ve en la figura VII.29, en donde se observa la 
discontinuidad de la función para x ■ 2; la recta x ■ 2 cons¬ 
tituye una asíntota vertical. 



Figura VII.29 


Casos análogos a éste se presentan en las figuras VII.30 y VII.31. 





247 



lim f(x) = -co 
x—a 



I ímf (x)s-co 
x —a 


Figura VU.30 


Figura VII.31 


CUARTO CASO 


Entonces se define lio f(x) - L si para toda e > 0 y tan pequeña 
x+a 

como se qulerd existe 6 > 0 tal que: 


|f(x) - L| < siempre que |x - a| < 6 


A continuación se darán dos ejemplos. En el primero f(a) estará de 
finida, esto es, x - a e D f . En el segundo f(a) no estará definida^ 
por lo que x - a * D f . 


Ejemplo VII.19 

Sea f (x) ■ ~~ 3 - X %— 1 ; £ : R «► IR, demostrar que lia £(x) - 4 

x-*- 3 

Solución 

Para toda e > 0 y tan pequeña como se quiera,*existe £ > 0 tal 
que: 

|f(x) - 4| < e siempre que |x - 3| < ó 


Sea y » £(x) definida en un Intervalo dado o entorno de x - a, exce£ | f , x % _ 41 n 3x- 1 , B 3x- 1-8 

to posiblemente en x - a, cuya gráfica se ve en la figura VII. 32. 1 w 2 2 




por lo tanto: 



Figura VII.32 










f(x) “ , (0)(oo), 00-00 , 0° , l 00 

se dice que la función y » f(x) toma una ¿o/uno. Xndztznmimda. 

Al estudiar el capitulo II en el cálculo de algunos limites, cuando 

resultaba 6 , se vieron varios casos en los cuales se mostró la 

forma de enmlnar dicha indeterminación. Es decir, dada una función 
y » f(x), si para algún valor de la variable Independiente el limite de 
la función toma una de las dos formas anteriores de Indeterminación, ya 

sea Ó , se ha visto cómo conocer el valor de dicho limite; me¬ 
diante una transformación o procedimiento algebraico. 


Sin embargo, una de las aplicaciones de la derivada, es precisamente 
joder eliminar dicha Indeterminación en una forma más sencilla, a tra¬ 
vés de la regla de L'HopItal, la cual se describe a continuación: 


REGLA DE L’HOPITAL 


Dada la fracción si f(a) » O y g(a) - o, se presenta en el co¬ 

ciente una Indeterminación de la forma -y , para x - a. 

El problema que se plantea consiste en encontrar: 


lira 

x**a 


IM 


g(x) 


para ello, se hará uso del siguiente teorema: 
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El teorema anterior es válido si los limites a los que se hace mención 
son todos limites derechos, limites Izquierdos o limites totales. 


Demostración: 

Para la demostración del teorema anterior, se distinguen tres casos: 


Caso 1. x-*-a + 


Caso 2. x-*-a" 


Caso 3. x-*-a 


Analizando la demostración del primer caso, se observa que en las con¬ 
diciones del teorema no se supone que y » f(x) y y - g(x) están de¬ 
finidos en a, por tal motivo, considerando que: 


para x i a y » f(x) y y - g(x) 

y 

para x - a y - f(a) - O y y » g(a) - O ... (1) 


Sea b el punto extremo derecho del Intervalo abierto i dado en las 
condiciones del teorema. Puesto que y - f(x) y y =. g ( x ) son ambas 
derlvables en l, excepto posiblemente en a, se concluye que y ■ f(x) 
y y " 8<x) son ambas derlvables en el Intervalo (a, xl, donde 
a < x < b. 


Así que, y - f(x) y y - g(x) son ambas continuas en el Intervalo 
(a, xj. Las funciones y » f(x) y y “ g(x) son también continuas a 
la derecha de a ya que: 


lim f(x) “ O «» f(a) 
x-*-a + 


y 


lira g(x) o O » g(a) 
x-*-a + 


... (2) 



o |o 


Por lo tanto, y » f(x) y y - g(x) son continuas en el Intervalo « 
rrado £a, x]. Así y - f(x) y y - g(x) satisfacen las tres condj_ 
dlclones del teorema de Cauchy para dos funciones en el Intervalo 
£a, x]. Luego se cumple que: 

f(x)-f(a) _ t ' (x » ) ... ( 3 ) 

g(x) - g(a) g'CXj) 


mostración, no se presenta en este capítulo, dado que cae fuera del 
alcance del curso. 

En conclusión, cabe mencionar que la regla de L'HSpItal, sólo es apll^ 
cable cuando se presentan las formas Indeterminadas ó -5- . 

O oo 


Ejemplo Vil.21 


donde xi es un número tal que a < x 4 < x. 

Teniendo en cuenta las expresiones (1) y (3), se tiene que: 


Encontrar: 


lim 
x + 0 


x 

tan x 


g(x) g' (x x ) 


(A) 


Solución 

Sustituyendo en la expresión x = O, se obtiene que: 


ya que a < x^< x, se sigue que cuando x-*-a + , xj-*- a + , por lo tan¬ 

to: 


lim - 
x-*-0 


x 

tan x 


O, 

O 


lim 


x-»- a 


,+ 8<x) 


- lim - 
x+a + 


f'(Xj) 
8* (Xj) 


- lim - 
x. -*-a+ 


f'ÍXj) 

g'(xi) 


(5) 


la cual es una indeterminación que puede eliminarse mediante el 
empleo de la regla de L'Hopital, de esta manera considerando la 
expresión anterior como un cociente de dos funciones, se tiene 
que: 


pero por las condiciones del teorema, el límite en el lado derecho de la 
expresión (5) es L. Por consiguiente: 


lim 

x**0 


x 

tan x 


lim 
x + 0 


f(x) 

g(x) 


lim 


g(*> 

g(x) 


L 


Q.D. 


por lo tanto, aplicando la regla de L'Hopital resulta: 


lo cual prueba el caso (l). 


lim 
x + 0 


f(x) 


g(x) 


lim 

x-*0 


f * (x) 
g'(x) 


lim 

x**-0 


1 

sec 2 x 


La demostración del caso (2), es similar a la anterior, y la demostra 
clón del caso (3) está basada en los resultados de los casos (l) y 
( 2 ). 


finalmente, tomando el límite se obtiene: 


lim - 
x-*-0 


1 

sec 2 x 


i 

1 


1 


El teorema VII.4 se conoce con el nombre de Regla de L'HÓpItal. 

De esta manera, queda visto que la regla es aplicable para la forma 
, asimismo resulta aplicable para la forma , sin embargo su de- 


por lo que: 


lim 

x-*0 


x 

tan x 


1 
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Ejemplo Vil.22 


lim F(x) » lim -j- 

x-»- oo xoo x + 1 


Al buscar el límite de F(x) cuando x ■+■ oo , se obtiene: 


lim F(x) - lim - — 

x ->■ 0 D 


La indeterminación anterior, puede eliminarse empleando para ello 
la regla de L'Hopital y considerando a F(x), como un cociente de 
dos funciones, de la siguiente forma: 




por lo tanto: 


finalmente: 


llm Too - ’ lin ¿ * é" 0 

X + 00 o V / X-**00 


lim —-- «* O 

X +00 X + 1 


En algunas ocasiones, puede suceder que después de haber aplicado la re^ 
gla de L'Hopital a una indeterminación, ésta persista, es decir, que se 


f(x) .. f'(x) O oo 

lim ' g(x> Too—r 5 ~ 

x+a 8W x-*-a 8 w 


en este caso, la regla de L'HSpItal puede aplicarse tantas veces como sea 
necesario, hasta que se haya eliminado la Indeterminación, o sea: 




íim f(x) f"(a) 

x .* a 8(*) 8 (a) 

El procedimiento anterior se conoce con el nombre de generalización de 
la regla de L'Hopital. 

Ejemplo VII.23 


Dada la función: 


lim F(x) 
x + 0 


Considerando a F(x) como el cociente de dos funciones, es decir: 


f(x) . 8en> *T 


g(x) 1 - eos X 


tomando el límite de F(x) cuando x •* O, se tiene: 


lira F(x) = lim - r \ ° lim -— 

x-*-O x-*-0 x + 0 1 " cosx 


la cual escuna indeterminación en la que resulta aplicable la re¬ 
gla de L'Hopital, con la que se obtiene: 


x x 

T C08 ~ o 
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Como puede observarse» la indeterminación persiste una vez que se 
ha aplicado la regla, de esta manera, aplicándola por segunda vez, 
resulta: ' 



finalmente, se obtiene que: 


lin 

x-*-0 



1 - eos x 



Ejemplo VII,24 
Dada la función: 


F(x) 


L x 
esex 


hallar: 


lio F(x) 
x-*-0 


Solución 

Considerando a la función F(x) *» — como un cociente de dos 

funciones, es decir: 


JW , Jl». 

g(x) CSCx 


y tomando límites cuando x 0, se obtiene: 


lia 

x-M> 


L x 

CSC X 


-00 

or> 


dado que: 


L x -► - oo si x •** 0 + 

CSC X » --- -► 0 O si X *► 0 

senx 


Entonces para eliminar la indeterminación, se hace uso de la regla 
de L'Hópital, teniendo: 


lio 
x 0 


L x 
esc x 




Tal como puede apreciarse, los ejemplos anteriores muestran la apli¬ 
cación de la regla de L'H8p1tal, en los casos en que Únicamente se pre. 

sentan Indeterminaciones de la forma 6 —, 

0 oo 



DETERMINACION DEL VALOR DE LA FORMA (0)(oo) 


SI una función F(x) considerada como el producto de dos funciones» 
F(x) - f(x) • g(x)» toma la forma Indeterminada (0)(a>), para un va¬ 
lor de x, la función dada puede escribirse en la forma: 

F(x> - f(x) • g(x) » -EÍ2J- 

g(x) f(x) 

Esto se hace con el objeto de llegar a obtener una de las formas vis¬ 
tas anteriormente y de esta manera poder aplicar la regla de L'HopItal. 


Ejemplo VII.25 


Calcular: 

lim x L x 
x^O + 


Solución 

Considerando a: lim x L x como: 
x-*-0+ 


lim F(x) B lim f(x) • g(x) = lim x L x 
x-*-0 x-*0 + x-*-0 + 


donde: 


F(x) “ x, g(x) » L x 


se obtiene que: 


lim x L x ■ O • oo 
x + O* 


por lo tanto» haciendo: 


lim x L x = lim — L - y* » 

x+ 0+ x-*»0+—-— 

x 
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La forma de la indeterminación anterior, permite el empleo de la 
regla de L'Hdpital» es decir: 


1 

lim \ X b üm -r-- lim ( - x) - O 

x+0 + —x x+0+ —2 - x + 0+ 


por lo cual lim x L x “ O 
x-*-0 + 


ERMINACION DEL VALOR DE LA FORMA oo - oo 


SI una función f(x), considerada como la diferencia de doy funciones 
F(x) » f(x) - g(x), toma la forma Indeterminada oo - oo para un va¬ 
lor de x, en general es posible transformarla en una fracción que to¬ 
mará la forma Indeterminada ó » mediante algún procedimien¬ 
to algebraico, y de esta manera, es posible aplicar la regla de L'HopI 
tal y encontrar un valor determinado. “ 


Ejemplo VII.26 


Calcular: 


lim 
x-*-1 




Solución 

Considerando a lim (---— ) como: 

x+! A x “ 1 L x / 


lim F(x) - lim I" f(x) - g(x) "1 = lim 
x -*■ 1 x** 1 J x -*■ 1 
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y Comando límite cuando x *** 1, resulta: 


lim 
x 1 




B 00 - 00 


o lim 
x-*-1 


x ( 1 + x ) 


lim 

x+1 


x 

1 + X 


por lo tanto: 


Para eliminar la indeterminación anterior, se requiere de una tran£ 
formación del tipo -y 6 ~ . Mismas que pueden eliminarse por me¬ 
dio de la regla de L’HÓpital. 


lim 
x+ l 



2 


De esta manera, tomando como factor común a ^ x _ 1 ) L x ’ re8U * ta 
que: 


Ejemplo VII.27 



_ 1 

( x - 1 ) L x 


Jx L x 


(x - ij] 


Calcular: 


lim ^ cot x - 
x-* 0 



por lo que: 


Solución 


lim 
x- 1 


( x 

l \ 

- . x L X - ( x - 1 ) 

0 

rnnftiHprflnHn A 1 ím 

/ cot x _ ) 

V xi 1" 

t *) 

x^l (x " I} L x 

° 0 

VUUOluCaaUUU ü AAU 

x + 0 

\ C0C X x / 


como: 


1 

2 


La indeterminación anterior permite aplicar la regla de L'HSpital, 
con lo que se obtiene: 


lim 

x+1 


x L x - ( x - 1 ) o 
( x - l ) L x 


lim 
x-*- 1 


1 

<x - l>.(x) + lX 


lim — 
x+1 1 


x 


jt_ 

+ L x 


£ 

0 


Como se observa, despuÓs de aplicar la regla de L'HÓpital, la in¬ 
determinación persiste, por lo que aplicándola nuevamente resulta: 


lim 
x-* 1 


1 


L_x 



x 


L x 


1 1 
lim- 7 -* - 7 - » lim - - - 

X-* 1 —— + —— X-» 1 1 + X 

X X 2 


lim F(x) 
x -*■ 0 


lim (fCx) - g(x>) - lim (cot x-y ) 

x-*- 0' ' x-*-0 


límites cuando 

x 0, resulta: 


lim (cot x 
x-»- 0 V 


/ eos x i y 

— — i *» lim 
x ' x-0 

A sen x ~ x / 


Puesto que para la indeterminación anterior no existe un procedí 
miento que permita eliminarla directamente, se debe buscar alguna 
transformación algebraica mediante la cual sea posible obtener una 

indeterminación del tipo -y- ó —, y de esta forma, poder 
aplicar la regla de L'HÓpital. 

Así pues, si se toma como factor común de la expresión anterior £ 

cot x se obtiene: 
x 


cot X - 


cot X 


( x cot x ) » 


00 



pero con»! 



simplificando la ultima expresión y utilizando las sustituciones tri 
gonométricas siguientes: 
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eos 2 x - 1 - - sen 2 x 
2 sen x eos x ■ sen 2 x 


se obtiene: 


lim 
x + 0 


eos 2 x - 1 
sen x eos x + x 


lia 

x+0 


- 2 sen 2 x 
sen .2 x + 2 x 


0 

0 


volviendo a aplicar la regla de L'lfópital, y tomando el límite se 
tiene: 


lim 
x + 0 


- 2 sen 2 x 
sen 2x + 2x 


lia 
x + 0 


- 4 sen x eos x 
2 eos 2 x + 2 


^0 

4 


0 


finalmente: 


lim ( cot x-~ 

x + 0 X x 


lim 
x + 0 


- 4 sen x eos x 
2 eos 2x + 2 


0 


DETERMINACION DEL VALOR DE LAS FORMAS 0 o , oo° , l" 

SI una función $(x) se presenta en la forma f(x) 8(x \ puede suceder que 
para algún valor Xq de x, se obtenga que: 


o bien: 


o también: 


f(x c ) - 0, g(x 0 ) - 0 quedando la forma 0 o 


f(x o ) ** 1, g(*¿) - 00 quedando la forma 1® 


f(x¿) = oo , g(^) » o quedando la forma oo* 


Entonces, para poder determinar un valor que permita eliminar la Inde. 
terminación para cualquiera de las tres formas anteriores, se emplea 
el procedimiento que a continuación se explica. 
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Sea la función: 

♦ (*) - f<x) 8(x) 


tomando logaritmos naturales en ambos miembros de la expresión anterior 
y aplicando las propiedades de los logaritmos, se obtiene: 


L ♦ (x) » g(x) L f(x) 


por lo que en cada uno de los casos anteriores, el logaritmo natural de 
la función $ (x), tomará la forma indeterminada O *cr. De esta manera, 
determinando*el valor de esta forma por el procedimiento correspondien¬ 
te, visto anteriormente, se obtiene el limite del logaritmo de la fun¬ 
ción <t> (x). 

De tal forma que, si el limite toma el valor a, es decir si: 


lim L <í> (x) ■ a 
x-*x 0 

entonces: 

lisa $ (x) *• e a 
X -*■ Xq 


Ejemplo VII.28 


Calcular: 


lim 
x •►<» 



Solución 

Considerando la expresión anterior como: 

lim # (x) » lim f(x) » lim íl + 

x + co X"*-oo x^oo ' ' 

buscando el límite, se obtiene: 

lim $ (x) ** 1 
x**-oo 


Esta indeterminación conduce al empleo del proceso doacrito ante > 
riormente para eliminarla, así pues, tomando logaritmos naturales 
y aplicando las propiedades de los logaritmos se obtiene: 




de esta manera: 


lim L <{> (x) - lim ---- 1 

X+ 00+ X "►00 + 1 + 1 


como el limite que se busca es lim $ (x), finalmente queda: 

X+ + 00 

lim 4* (x) - lim f(x) 8(xl - e l - e 

x-*-oo + x+oo + 


Ejemplo VII.29 
Calcular: 

lim x e * 

X+ 00 

Solución 

e -x 

Considerando a lim x como: 

x+oo 


lim <f> (x) » lim f(x) 8<x) - lim x*"*- °0° 

x***oo x-*-oo x -►oo 


tomando logaritmos: 


lim L $ (x) - lim e” x L x ■ O • » 

x-*oo x+co 


aplicando el mótodo para eliminar dicha indeterminación* se tiene 
que: 


lim 
x -*-o° 



» lim 

x+oo 


L x 
e x 


oc 

oo 
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utilixando la regla de L'B8pital y calculando el limite se obtie¬ 
ne: 

1 

U» - u» —T- - 11» — l — ■ ■ o 

x ■*cd e x■►oo e x**» x e 


así pues* se tiene que: 


lis M (x) - lim L X - O 

x+oo x-*-cd e 


finalmente: 


lim $ (x) - lim f(x) 8Íx) - lim x c * - e° - 1 

X+OO x-*“00 X-M» 


Ejemplo VII. 30 


Hallar: 

lim x 8enx 
x-*0+ 


Solución 


Si lim J (x) - lim f (x) ® (x) - lim + x 8enx - O* 

x -► 0 + x -► 0 + x + 0 


tomando logaritmos: 


L x sen x - 8en x L x =£■ lim L x 8enx - lio sen x L x 
x+0+ x^0+ 


lio L $ (x) 
x + 0 + 


L x 
1 

sen x 


oo 

oo 
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aplicando la regla de L'Kopital: 


_1 

lim L <J> (x) - lim -*-- lim sen 2 x , = _0 

x-*-0 + x-»-0 + ~ cos x x-^0 + x eos x 0 

sen* x 


aplicando nuevamente la regla: 


lira L (x) «» - 
x-*0 + 


lim 

x-*0 + 


2 sen x cos x 
cos x - x sen x 



luego: 


lim <f> (x) = lim x sen 51 o e ° = 1 

x + 0+ x + 0 + 


VII.5.3 INTEGRALES IMPROPIAS 


Sea una función f continua en un cierto intervalo [[a, oo ), siempre 
positiva y que cumpla el siguiente limite. (Véase figura VII. 35). 


lim f(x) *= 0 

X-+-CO 



Figura VII. 35 


Si u > a, donde u, a e D f , entonces el área A(u) bajo la curva en 
tre a y u está dada por la expresión: 



Si en esta expresión lim A(u) existe; entonces el limite puede ser 

u -► co 

interpretado como el área de la región limitada bajo la curva y = f(x), 

sobre el eje x y hacia la derecha de x = a. El símbolo í°° f(x) dx 

J a 

se usa para denotar este valor. 

Más generalmente, si se tiene una función f, continua en el intervalo 
£a, oo ), entonces por definición: 



si el límite existe. 

De manera similar, si f es continua en el intervalo ( - od , a] , se 
define entonces: 



Si f(x) > O para toda x , entonces esta expresión puede ser tomada 
como el área bajo la curva, sobre el eje x y a la izquierda de 
x = a. 

Estas expresiones son llamadas ¿ntegMJtu ¿mpMpJÜu*. La diferencia 
de estas integrales con las integrales definidas se debe a que uno de 
los límites de integración no es un número real. Estas integrales se 
dice que convergen cuando u + » 5 u + -o», el límite del lado dere¬ 
cho de la ecuación existe. De otro modo, se dice que la integral d¿- 
v&igt. Las integrales impropias también se presentan con dos límites 
infinitos de integración. Específicamente, si f es continua para 
toda x y a es cualquier número real, entonces por definición: 








si las dos Integrales laterales convergen. SI una de ellas diverge, 
entonces f(x) dx se dice que diverge. Se puede probar que esta 
última expresión es Independiente del valor real de a. También se 
puede probar que fOO dx no es necesariamente lo mismo 

que lim /“ £(x) dx 

\X -► 00 


Ejemplo VII. 31 

Determinar si las siguientes integrales impropias convergen o di^ 
vergen. 


a) 



b) 
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por lo que la integral diverge. 

Las gráficas de las dos funciones se muestran a continuación. Véan 
se figuras VII.36 y VII.36.L. 



Figura VII.36 Figura VII.36.1 


Nótese que así como las dos gráficas tienen la misma forma gene 
ral para x •> 2, se le asigna un área a la región bajo la curva en 
(VII.36), lo que no resulta verdadero para la curva en (VII.36.1). 

Ejemplo VII. 32. 

Asignar un área a la región que queda comprendida bajo la curva 
y = e x , sobre el eje x y a la izquierda de x » 1. 




260 


Solución 

Esta región, limitada por y » e x , y » 0, x«*l y x*»u t 
donde u < 1 se muestra en la siguiente gráfica. Figura Vil.37. 



Figura VII. 37 

De acuerdo a lo anterior, el área deseada está dada por: 


f c x dx - lin f c x dx • 

"® u — OD ■'u 

■ lim Fe x_ | « 

u-f-oaL J u 


* lin (« - e u ) - e - 0 - e 
u-*- -oo' f 


Ejemplo* VII. 33 
Calcular: 



1 

1 + x 1 


dx 


y trazar la gráfica de £(x) 
mo un área. 


1 

l + x l 


e interpretar la integral co 


Solución 


Utilizando la integral impropia con a » 0 


r —í— r —l 

Loa l + X 2 7.00 1 + 


f°° _L 

Jo 1 + 



Figura VH.38 



Puede suceder también, que el Intervalo de Integración sea de longitud 
finita, pero que la función f a Integrar no sea acotada en algún punto 
del intervalo de Integración. Por ejemplo la Integral: 



no está definida porque: 



Como esta función no está definida para valores de x menores que 1, que 
da sobreentendido que la anterior expresión x -*■ 1 significa que x tiende 
a 1 tomando valores mayores que 1. Con más precisión se puede escribir 
x -*■ l + . Se puede entonces usar el criterio de la Integral Impropia co¬ 
mo: 



por lo que la Integral converge y tiene como valor a 2 v'? . 

También se puede presentar el caso de que la función por Integrar sea 
discontinua para alguno de los limites de Integración, y en este casóse 
puede utilizar de Igual manera el limite que da la Integral Impropia. 
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Ejemplo VII. 34 


Determinar si 


es convergente y en caso afirma 


tivo, hallar su valor. 
Solución 




por lo que la integral converge y tiene como valor a 
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CAPITULO VIII METODOS DE INTEGRACION Y APLICACIONES 


VIII. 1 C.V3IQ DE VARIABLE Y CAMBIO DE LIMITES EN LA INTEGRAL DEFINIDA 

VIII. 1.1 INTEGRACION CON FUNCIONES LOGARITMICAS Y DE ALGUNAS EXPRESIONES 
TRIGONOMETRICAS 


INTRODUCCION 


En el capítulo VI se trataron los aspectos teóricos que fundamentan 
el estudio de la Integral definida y de la Integral Indefinida. Tam¬ 
bién se comenzó el estudio de algunos procesos de Integración tales co 
mo las Integrales llamadas inmediatas, así como aquellas que se trans¬ 
forman en inmediatas completando la diferencial. Una de las primeras 

n-H 

fórmulas que se ven es / u n du - ; n i - 1. Aquí se observa que 

al no poder tomar n el valor de -1 se manifiesta una Interrogante en 
la expresión. Este problema queda resuelto en el capítulo VII, donde 

se define la fórmula / - Lu + C que da lugar a la función loga¬ 

ritmo natural. Asimismo se vio la función exponencial, las funciones 
hiperbólicas y sus respectivas formas de derivación e Integración. 


En el capítulo VIII, se presentarán algunos de los diferentes proce¬ 
sos y métodos de Integración que existen y se estudiarán diversas a- 
pllcaclones de la Integral definida. Finalmente se hará una breve 1n 
troducclón al estudio de las ecuaciones diferenciales, haciendo ver 
cómo interviene la Integral definida en la solución de ellas. Dado 
el alcance del curso únicamente se tratarán aquí aquellas ecuaciones 
diferenciales cuyas variables se pueden separar, dando origen al méto 
do conocido como separación de variables. 


Antes de tratar la integración por cambio de variable es conveniente e£ 
tablecer algunas fórmulas de Integración inmediata que involucran funci£ 
nes logarítmicas. 

En el capitulo anterior se presentó la fórmula: 

f f = Lu + C 

Ahora bien, la Integral: / tan u du se resuelve fácilmente teniendo en 
cuenta que: 


/ tan u du - / sep u du = - f - sen u du 
i J eos u J eos u 

si se efectúa la siguiente sustitución: 


v •» coa u 


dv » - sen u du 



L v + C » - L eos u + C “ I 


y, por las propiedades de los logaritmos: 

I *» L(co8 u)" 1 + C = L sec u + C 
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j tan u 


du “ L aec u + C 


en forma semejante, dado que: 


/ (coa u du / d sen u , __ 

cot u du n /-° /-— ° L sen u 

) sen u J sen u 


/ cot u du ° L sen u + C ••• (2) 

Para resolver / sec u du se puede multiplicar y dividir por el binomio 
sec u + tan u: 

/ , / sec u(sec u + tan u) du 

sec u du ° J -;— 1 — ° 

j sec u + tan u 

/ (sec 2 u + sec u tan u) du o í d(sec u 4- tan u) o 
sec u + tan u / sec u + tan u 

» L(sec u + tan u) + C 


I /sec u du ■ L(sec u + tan u) + C | 
multiplicando y dividiendo por esc u - cot u se puede resolver: 

e , f CSC U(CSC U - COt u) du 

f csc “ du ’ J - cae u - cot u - 

/ (•csc 2 u - csc u cot u) du n 
CSC u - cot u 

. / d(csc . ( „ - cot u) + C 

/ CSC u - cot u 


d(csc u - cot UJ 
CSC u - cot u 


L(csc u - cot u) + C 


por lo cual: 


JcSC U du - L(C8C u - cot u) + C 


Se presentan a continuación algunos ejemplos relativos a las fórmulas 
vistas, en los que se puede observar cómo se completa la diferencial. 


Ejemplo VIII.1 


/ tan(2x + 1) dx » — f tan(2x + 1) 2dx - 


- L sec(2x + 1) + C 


Ejemplo VIII.2 

/ x 2 cot x 3 dx “ / cot x 3 (3x 2 ) dx 


■j L sen x + C 


Ejemplo VIII.3 


/4 f sec± dx --/aaci(-¿-) dx 
“ - L^sec ^ + tan “ j + C 


Ejemplo VIII.A 


3 f 

J sen x z J 


■| / csc x 2 


B y L (csc x 2 - cot x 2 ) + C 

La integral: f 2 du en que a es constante o Independiente de u 
J u* a* 

resuelve usando la Identidad: 

i a _L / i _ i \ 

- a* ° 2a \ u - a u + a / 

f du 1 ( f du í du \ 

■ ¿ ]l(u - a) - L(u + a)] + c - ¿ I. + C 


f du J_ . u - a , r 

) u 2 - a 2 2a u+a 
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ahora bien, por medio de la Identidad: 


J-T-f (-}- + -*-) 

-u 2 2a Vü + u a-u/ 


se resuelve la integral: 


/_du_ . _L ( f —4u— _ . 

/ a 2 - u 2 2a \ / a + u /a-u/ 

.¿[u. + »)-L(.-»)] + C.ÍLÍÍS + C 

/ du 1 . a + u . « I 

ÍJ^r-H L r^I +c ... (6) 


despejando k: 


por lo cual: 


a ¿ c o a Q k 

b + d b d 


esta expresión permite la solución de la integral: 


17 ^T 


haciendo: 


Ejemplo VIII.5 

«' dx í dx l / 2dx 

7 4x 2 - 25 " / (2x)* - 5 2 2 y (2x) 2 - 5 2 


al elevar al cuadrado queda: 

u 2 ± a 2 - z 3 


u - 2x, du - 2dx y o » 5 , 


. f dx 11 , 2x - 5 , „1 , 2 x - 5 „ 

lue * o: j 4x ¿ . ¿5 * 2 W L ITTT + C ' 20 L IT+T + C 


diferenciando ambos miembros de esta Igualdad queda: 


2r du r 2t dz 


de donde: 


Ejemplo VIII.6 


así que: 


f dx I í /3 dx 

y 4 - 3x* 7J J 2* - (fiiO 


2, u-v'Sx y du»/3 dx. 


/ dx _ J_ _J_ . 2 + x , r _ _J_ . 2 + /3 _x c 

/ 4 - 3x 2 ¿J2(2) L 2 - C 4 L 2 - ^x 


Recordando una propiedad de las proporciones: 


por (a) y (B): 


segfin esto: 


du m du + dz m d (u + z] 
z u + z u + z 




sustituyendo el valor de z queda: 


L (u + /u 2 ± a 2 ) + C 




bk y c - dk 


Ejemplo VIII.7 


2 dx . 2 y 3 dx 
i^x 2 - 16 3 y /(3x') J - 4 J 


+ c-bk + dk - (b + d)k 


u « 3x, a » 4 y du « 3 dx 




entonces: 
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Ejemplo VIII.11 
Beaolvert 



4 


Ejemplo VIII.12 
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haciendo: 


C 



¿3 + Ci 


donde: 


Ax + B » x =¿> A » 1, B » 0 


queda: 


/ 


dx 


¿3x 2 + 2x + 1 




3x + 1 

/í 


¿3x 2 + 2x + 1 


+ C 


Solución 

(-2x + 6) + (0 + 3) 


Para resolver Integrales de los tipos: 


f {Ax + B) dx 
J ax 2 + bx + c 


/ (Ax + B) dx 
' /ax 2 + bx + c 


... (E) 

... (F) 


xdx B _ f (-2x + 6) dx , f _ dx 

¿27 + 6x - x 2 ' 2 ¿27 + 6x - x 2 / ¿27 + 6x - x 2 

o _ f d ¿27 + 6x - x 2 . , /_dx_ 

J 2 ¿27 + 6x - x 2 / /-(x z - 6x + 9) + 27 + 9 " 


se pueden resolver haciendo uso de la identidad: 

Ax + B - ^ (2ax + b)^ (í - ^) 

que permite descomponer la Integral en dos Integrales, una inmediata 
y la otra del tipo (C) si se trata de (E) o la otra del tipo (D) si 
se trata de (F). 


¿27 


+ 6x - x2 * 3 / 7Ü - d (,-3 )J 


/27 + 6x - x 2 + ^ ang sen 3 + C 


Ejemplo VIH. 13 


INTEGRACION DE ALGUNAS EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS 


f (2x + 5) dx _ 
/ x* + 2x + 5 


Solución 

Como: 


2x + 5 ° | (2x + 2) + (5 - 2) » (2x + 2) + 3 

f (2x+ 5) dx f (2x+ 2) dx . , í dx 
y x 2 + 2x + 5 y x 2 + 2x + 5 y x 2 + 2x + ! 

/ d(xÍJiix_±_51 + 3 / dx 0 

y x 2 + 2x + 5 J y x 2 + 2x + 1 + 4 


.L(x» + 2x + 5 ) + 3 /■^rgrrsr- 
» L (x 2 + 2x + 5) + -| ang tan * + 1 + C 


Ejemplo VIII. 14 


/ 


_xdx_ 

¿27 + 6x - x 2 


Sea la Integral del tipo: 

/ sen m u coa 11 u du 

Se tienen tres casos: 

Caso 1. m es entero positivo Impar, n es cualquier núnero (pue¬ 
de ser Inclusive n “ 0). m - 1 será par y - ^ 1 será entero. 

Se toma el factor sen u para formar d coa u ° - sen u du y la poten¬ 

cia que queda de sen u se expresa en términos de coa u empleando la ¿ 
dentldad sen 2 u - i - cos 2 u y se desarrolla para tener una suma de po¬ 
tencias de eos u multiplicadas por d eos u. 

Ejemplo VIII.15 

/ sen*x eos -2 x dx « f oen 2 x cos“ 2 x sen x dx » 

“ - / (1 ~ cos 2 x) coo“ 2 x (- sen x) dx - 

■ “ / (cos" 2 x - 1) d eos X a - —“ + / d eos x ™ 

" CO g - + eos x + C = sec x + eos x + C 
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- j /<!- 2eos 68 + cos 2 60) d0 » 

/de-i/cosee 6«8 + | /SLLsaJ22LAÍL . 

- | sen 66 + ^ /d8 + | -jj f eos 128 12 d8 » 

“ -y - J 2 sen 60 + sen 120 + C 

Integración de potencias de exponente entero de tangente y cotangente: 

/ tan 11 u du y /cot n u du 

Considérese primero que n es positivo. 

Como tan 2 u = sec 2 u - 1, se tiene: 

/tan n u du = /tan n ~ 2 u can 2 u du - /tan n_2 u (sec 2 u - 1) du ■ 

° / tan n_2 u sec 2 u du - / tan n “ 2 u du = - f tan n_2 u du 

Este procedimiento de reducción del grado de tan.u, aplicado un núme¬ 
ro conveniente de veces conduce a obtener una sima de fracciones más 
/ du *» u + c si n es par o bien / tan u du » L sec u + C cuando n es 
impar. 

Dado que cot 2 u = cac 2 u - 1, un proceso semejante permite obtene»*: 



que conduce a la obtención de una suma de fracciones menos / du» u+c 
si n es par, o menos / cot u du ° L sen u + c si n es Impar. 


Cuando n sea negativo, -n será positivo y como tan n u » cot” n u y 
cot n u » can“ n u, el uso de estas Identidades permite la aplicación de 
los mismos procesos anteriores. 


Ejemplo VIII.19 

/tan*x dx » t ^ --- - f tan 2 x dx = 
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° t& 3 ~ ~ tan x + f ** ° 

- t^!x _ tan x + x + c 


Ejemplo VIII.20 

/tan"*4» d* ** 



/cot S $ d$ - 
/cotV d<j> » 



/ cot<}> d<¡> » 



+ L sen$ + 


C 


-as Integrales: 

fsec n u du y /csc n u du 

se resuelven fácilmente si n es entero positivo par, ya que el empleo 
de las Identidades: 

sec 2 u » tan 2 u + 1, csc 2 u - cot 2 u + I 

permite transformarlas como sigue: 

n-2 

/sec 11 u du » /sec n " 2 u sec 2 u du ■ / (sec 2 u) z sec 2 u du = 
n-*2 

«* / (tan 2 u + 1) 2 d tan u 

nr2 n-2 

/c8C n U du “ /(C8C 2 u) ¿ csc 2 u du - -/(cot 2 u + 1) z (-csc 2 u) du 
n-»2 

« - / (cot 2 u + 1) 2 d cot u 

desarrollando en ambos casos, la solución es obvia. 

Ejemplo VIII.21 

/sec*x dx - / sec 2 x sec 2 x dx - / (tan 2 x + 1) d tan x - 
«* tan 3 x + tan x + C 


Ejemplo VIH.22 

fcsc 6 v dv » / (csc 2 v) 2 csc 2 v dv » 

»-/(cot 2 v + l) 2 (-csc 2 v)dv = - /(cot^v + 2cot 2 v + 1) d cot v 
» - j cot 5 v - cot 3 v - cot v + C 


Las Integrales: 

/sec in u tan n u du y /csc n u cot n u du 

se pueden resolver según los casos siguientes: 



Desarrollando se tiene en el Integrando una suma de potencias detanu 
multiplicadas por d tan u cuya Integración es Inmediata. 

b) f esc® u cot n u du ** / esc 11- * u cot n u cae 2 u du “ 


/ m-2 

(cac 2 u) z cot n u (-c8C 2 u) du 

/ — 

(cot 2 u + 1) z cot n u d cot u 


El Integrando de esta Integral resulta una suma de potencias de cot u 
multiplicadas por d cotu. 


Ejemplo VIII.23 


/ 8 /t^f ~ / 8Cc2jt tan ' lAx 8ec * x ° 

- / (ten 2 x + 1) tan" 1 / 2 x d tan x - /(tan 3/2 x + tan" 1 / 2 x) d tanx- 


•| tan 5 ^ 2 x + 2tan 1 ^ 2 x + C 






Ejemplo VII1.24 


/Vcot 2$ cac 6 2v d< » fz ct 1 / 3 2* (esc 2 2*) 2 ese 2 2$ d$ ° 

» /cot 1 / 3 2<¡» (cot 2 2$ + l) 2 ese 2 2$ <1$ - 

° - -j /cot*/ 3 2$(cot" 2$ + 2cot 2 2$ + 1)(-ese 2 2<J») 2d$ - 

m - j I (cot 13 / 3 2$ + 2cot 7 / 3 2$ + cot 1 / 3 2$) d cot 2$ - 

“ - \ cot 1 6/3 2$ + cot 1 ®/ 3 2* + ^ cot**/ 3 2*) +C 

- - | cot* 1 / 3 2$ (-jj cot" 2$ + J cot 2 2 4+ | ) + C 



Se desarrolla para obtener por descomposición una suma de integrales 
inmediatas. 

b) /csc m u cot n u du « /csc ni " 1 u cot 11- ^ U CSC u cot u du » 



Al desarrollar resulta una suma de integrales de potencias de esn u 
multiplicadas por d esc u. 


Ejemplo VIII.25 

/ sec 3 x tan*x dx » / sec 2 x tan 2 x sec x tan x dx - 
» / sec 2 x (sec 2 x - 1) d sec x » / (sec"x - sec 2 x) d sec x**> 
- y sec 5 x - -j sec 3 x + C 
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Ejemplo VIII.26 

¡TTt " /“ e2 * csc * cot ñ ^ " 

- - 2 j (csc 2 & - 1) (-csc Jx cot /x) ~^ » 

“ - 2 j (csc 2 /x - 1) d csc /x - - -| csc 3 + 2 csc /it + C 

Solución de las integrales: 

/ sen mu eos nu du 
/eos mu eos nu du 
/ sen mu sen nu du 

Las Identidades trigonométricas de seno y coseno de la suma y de la 
diferencia de dos ángulos pueden escribirse como sigue: 


sen (m + n) u » sen mu eos nu + sen nu eos mu ... (G) 
sen (m - n) u ■ sen mu eos nu - sen nu eos mu ... (H) 
eos (m + n) u “ eos mu eos nu - sen mu sen nu ... (I) 
eos (m - n) u » eos mu eos nu + sen mu sen nu ... (J) 


Sumando miembro a miembro (G) y (h) y despejando sen mu eos nu se ob¬ 
tiene: 

sen mu eos nu - -- [sen (m + n) u + sen (m - n) u] , por lo cual: 
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Sumando miembro a miembro (i) y (J) y despejando coa mu coa nu: 
eos mu eos nu » ^ jcos (m + n) u + eos (m - n) u J 


eos mu eos nu = ■ 

entonces: 

/eos mu eos nu du 


/eos mu eos nu du = — £/cos(m + n) udu + /cos(m - n) u duj = 

“ \ + n feoBÍm + n) u (m + n) u du + - 3 — Je os(m - n) u (m - n)duj 

° 7 [—! n) U + n H -f C, osea: 

2 J_ m + n m-n J * 

/eos mu coa nu du - \ [sen > + n) u + sen (m - n) u~j + c 
J 2 m + n m-nj 


Restando (I) de (J) miembro a miembro y despejando sen mu sen nu se 
obtiene: 


sen mu sen nu — jcos (m-n) u - eos ( 

por lo que: 


m + n) üj 


j sen mu sen nu du » | £ Je os (m-n) u du - /eos (m + n) u duj » 

* n j cos(m - n) u (m - n) du - — ~ - Jcos(m + n) u (m + n) duj 

1 [ sen ( 1:1 - n) u _ sen (m + n) u ] 

2 j_ m-n ’ m + nJ C 


que puede escribirse: 


f l 

sen (m + n) u sen (m - n) u” 



_m+n m-n 

+ L 


Ejemplo VIII.27 
/sen 4x eos 3x dx 


_1 Toos (4 + 3) x eos (4 - 3) x ~| r 
~ 2 i 4 + 3 “ 4-3 J +C 

- ~«)* c 


eos 7x . eos x . „ 
14 + 2 + C 


Ejemplo VIII.28 

/eos Sx eos 3x dx = ¿ ( £É!L8* + «njx ) + c 

o sen 8 x + sen 2 x + c 
16 4 


Ejemp 7 o VIII.29 

/ sen 3$ sen 2 $ d$ ** - ■— ^ ^ - sen $ ^ + c 



VIII.1.2 CAMBIO DE VARIABLE Y CAMBIO DE LIMITES EN LA INTEGRAL DEFINIDA 


Con anterioridad se vio que toda función continua en un intervalo ce¬ 
rrado puede ser Integrada. Esto tiene gran importancia desde el punto 
de vista teórico, pero no da ningún lincamiento o indicación acerca de 
la forma en que puede calcularse la integral. 

Se sabe por ejemplo que: 

f ,,n+i 

/»- du ■ -5+r + c - n * - 1 

pero la integral: 

J(3x - 2) 3 dx 

no tiene exactamente la misma forma. 

Si se hace u = 3x - 2, du = 3dx, la integral se transforma en: 

-5 Ju 3 du “ u 4 + c = -¡y (3x - 2) 4 + 4 

Un cambio de variable transformó la Integral propuesta en otra de fojr 
ma conocida, misma que se resolvió con facilidad. 

Si se trata de una integral definida que se resuelve por cambio de va 
riable, «e pueden cambiar también los límites de integración para ter¬ 
minar de calcularla sin deshacer la sustitución empleada. 





Sea la Integral: 
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El trazo de un triángulo rectángulo como el de la figura VIII.1 ayuda 
a completar los datos de la sustitución. 

Como: 


u du 


si U “ $(z) es derlvable, du = $'(z) dz y si a « <fr(c) y b = <>(d) que 
da: 


u du 



$'(z) dz 


Ejemplo VIII.30 
Calcular: 

TT 

í 4 

I tan 2 x sec 2 x dx 
1 0 

Solución 


Si se hace: 


u “ tan x, du = sec 2 x dx 

Debe observarse que u(0) = 0 y u^^^ a l por lo cual: 
u 


r 4 1 

fl TI 1 

| tan 2 x sec 2 x dx » 

du. ¿3 = 

'0 i 

0 3 Jo 


VIII.1.3 METODO DK INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA 


C uando el inteyrand: contiene expresiones de la forma /a 2 - u 2 , /u a +a 2 
o /u2 - a 2. frecuentemente es posible transformar la integral en una de 
las formas vistas anteriormente, por medio de una sustitución trigonomé 
trica. 

SI aparece una expresión de la forma /a 2 “- U 2 se emplea la sustitución 
u “ a sen por lo Cual du = a eos <f> d<¡.- y ii „ gen $ 


resulta: 


también: 


eos $ 


/a 2 - u 2 
a 


✓a 2 - u 2 = a eos <J> 


$ = ang sen ^ 



Figura VIII.1 


Ejemplo VIII.31 
Calcular: 

f/9 - x 2 dx 

Solución 
Se hace: 

x » 38en ~ a sen $ 



dx ** 3 eos <t> d$ 
/9 - x 2 a 3 eos 


Figura VIII.2 
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/¿nr 

7 dx ■ / 3eos $ 3cos $ d$ ■ 

“ 9 fco8 Z $ d$ « | /(I + eos 2$) d$ * 

“ + I*/eos 2$ 2d$ » | $ + |- sen 2$ + C 

9 9 

■ Y ♦ + 2 sen * cos ^ + c “ 

_ 9 ___ x . 9 x /9 - x 2 . „ 

- j ang sen + j j -j— + C - 


9 

2 M 8 


| + f ^ - x2 + C 


Cuando aparece /u* + a 2 , se usa u ■ a can $ ; du ■ a sec 2 $ d 

\X 

— » tan $ 



Figura VHI.3 


De la figura VIII.3 


/u 2 + a 2 
<í » ang t 


a sec 


i/u* + a 2 
a 


Ejemplo VIII.32 
Calcular: 



Solución 

Ahora, haciendo 2x » u, a - 3, se toma: 

2x 
3 

Figura VIII.4 



2x » 3 tan $ 

2x _ 

■y ° tan $ 

3 

x ° ~2 tan $ 

dx » y sec 2 <► d$; /4x 2 + 9 *» 3 sec 4 

sustituyendo: 


/ 


dx 

x /4x 2 + 9 


f 1 8eC ‘ * ** - 1 Aec ♦ « . 

'jcan*3sec«, 3 J tan * 


O i í d $ o I 

D 3 / sen $ ° 3 

1 _ / /4x 2 + 9 
" 3 L V 2x 


|csc (f> d<- 

á) +c 


L (esc 4> - cot 4) + C 


1 . /4x 2 + 9-3 r 
3 L 2x + C 


En el caso en que se presente /u 2 - a 2 , se uso la sustitución 
u “ a sec 4 . 


De donde: 


u 

“ “ sec 4, 

du ** a sec 4 tan 4 ¿4 


7u* - o* 


a 

Figura VIII.5 



De la figura VIII.5 


/u 2 - o 2 = a tan 4 


4 


ang tan 


/u 2 - a 2 
a 


Ejemplo VIII.33 
Calcular: 


f 6 

Ja x 


dx 



haciendo: 



VIII.2 INTEGRACION POR PARTES, INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIO 
NES RACIONALES, USO DE TABLAS 

VIII.2.1 INTEGRACION POR PARTES 

Sean u y v dos funciones de la misma variable independiente. Al dife¬ 
renciar el producto de ellas se obtiene: 


d(u v) = udv + vdu 
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donde al despejar udv queda: 

udv = d(uv) - vdu , t . (k) 

integrando en ambos lados de (K) se tiene: 

/ udv - / d(uv) - / vdu ... ft,) 

como: 

Jd(uv) - uv + C ... (M) 

Se puede sustituir (M) en (L) y considerar que la constante de Integra 
c16n de (h) queda Incorporada a la constante arbitrarla de la última 1ñ 
tegral de (L), quedando: ” 



La aplicación de esta fórmula constituye el método de integración por 
partes en el cual se consideran en la Integral por resolver los facto¬ 
res u y dv. 

Diferenciando u se obtiene du y dv debe poderse integrar fácilmente 
para obtener v. SI la integral del segundo miembro de la fórmula es 
más simple que la propuesta, el método se habrá aplicado ventajosamen¬ 
te. 

En los siguientes ejemplos se ilustra la aplicación de este «tétodo. 


Ejemplo VIII.34 
Calcular: 

/ x sen x dx 

Solución 

Sea: 

u *> x y dv = sen x dx 


entonces: 


J x sen x dx ** - x eos x + / eos x dx » - x eos x + sen x + C 


Ejenp 1 o VIH.35 


Encontrar: 


/Lx dx 
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Solución 

La tínica posibilidad de aplicación del método es hacer: 
u b Lx y dv *» dx 


por lo cual: 


/Lx dx 


xL.-/xí¡ 

* X 


v “ x , luego: 
xLx - x + C 


Ejemplo VIII.36 
Resolver: 


/ ang tan x dx 

Solución 

Tomando: 

u » ang tan x, dv - dx 


se tiene: 


du *> 


dx 

x 2 + 1 * 


V *» X 


y aplicando el método: 

j ang tan x dx 


x ang tan x 


f xdx 
yx^ + i 


x ang tan x 


I ( 2 * dx 

9 / v2 4- 1 


x ang tan x - 4- L (x 2 + 1) 


En algunos casos es necesario efectuar la Integración por partes más de 
una vez, como se ejemplifica a continuación. 

Ejemplo VIII.37 
Encontrar: 

JV e ax dx 

Solución 
Haciendo: 


se tendrá: 


/ e ax 
e ox dx - —— 

aplicando la fórmula de integración por partes: 

/x’e«dx-x*^-/^2xdx 


-ij 


x e ax dx 


Fsta última integral puede resolverse aplicando nuevamente el mé¬ 
todo nue se esta ilustrando. 


Ahora: 


por lo que: 


así que: 


u - x, dv = e dx, 


du ■ dx y v -- , 


x e u * dx - x 


e^ fe™ 

a ~ J a 


- * - — e u + Ci 

a a 2 

La integral propuesta queda: 

Ocasionalmente es posible hacer aparecer la Integral que se está re¬ 
solviendo, después de aplicar la fórmula de Integración por partes y 
esto permite resolver dicha integral como se ejemplifica a continua¬ 
ción. 


Ejemplo VIII.38 
Resolver: 

/sen 2 x dx por partes 

Solución 

Sea: 


u «» x 2 y dv » e ax dx 


dv “ sen x dx 



entonces: 



quedando: 
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II.2.2 INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES RACIONALES 


SI p y q son funciones pollnómicas, siempre es teóricamente posible re 
solver las Integrales de la forma: 

dx 

) Q(x) 

en la práctica, la obtención de dichas integrales depende de que sea 
posible factorizar el denominador Q(x). 

A continuación se enuncian, sin demostrarlos, tres teoremas de álge¬ 
bra que son necesarios para desarrollar el método de Integración que 
nos ocupa. 

TEOREMA VIII.l 

SI P(x) y Q(x) son polinomios. 


P(x) 

Q(x) 


en donde g(x) y R(x) son polinomios en que el grado de R(x) es menique 
el de Q(x). 


Evidentemente G(x) será distinto de cero si el grado de P(x) es mayor 
o igual que el grado de Q(x), y efectuando la división se obtiene el co 
cíente G(x) y el residuo R(x). 


TEOREMA VIT1.2 

Todo polinomio Q(x) se puede expresar como un producto, cada uno de 
cuyos factores es lineal de la forma ax + b, o es cuadrático de la for 
ma ax 2 + bx + c, donde b 2 - Aac < 0. 

Los factores de segundo grado de la forma ax 2 + bx + c que no pueden 
factorizarse en dos factores lineales, se caracterizan por el hecho 
de que b 2 - Aac es negativo. 


TEOREMA VIII.3 

Si r(x) y Q(x) son polinomios en que el grado de R(x) es menor que el 
de q(x) , entonces el cociente de R(x) entre Q(x) se puede expresar como 
una suma S(x) de fracciones de las formas: 

A A Ax + B Ax + B 

ax + b ' (ax + b) n * ax 2 + bx + c ’ (ax 2 + bx + c) n 


Se distinguen los cuatro casos siguientes: 

Caso 1. A cada factor lineal ax + b que aparezca una sola vez 
en la factorización de Q(x), le corresponde un término de la for 

ma —4—r- en la suma s(x). 
ax + d 
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Caso 2. Para cada factor lineal ax + b que aparezca repetido n 
■ veces al factorlzar Q(x), habrá en s(x) una suma de n términos. 


Aa 

uT+bT* 


Ai 

(ax + b) 


Caso 3. A cada factor cuadrético ax 2 + bx + c; (b 2 - 4ac < 0) 
que aparezca sin repetirse al factorlzar q(x), le corresponde en 
la suma s(x) un término de la forma: 


Ax + B 
ax 2 + bx + c 


Caso 4. Para cada factor cuadrétlco ax 2 + bx + c que aparezca 
en la factorlzaclón de Q(x) repetido n veces» habrá en s(x) una 
suma de n términos: 

*l x ± B 1_ , A2X ¿ , , A n x + Bn 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 ' (ax 2 + bx + c)n 

Considerando todo lo anterior se deduce que el cálculo de integrales 
de funciones racionales: 


/Zíil dx 

/ QCx) dx 

se puede hacer a través de integrales de las formas: 

/g(x) dx, en que G(x) es un polinomio 

fax + b dx * /(ax + b)“ dx ’ /0X2*+ bx + c 

( ^2*+ + c ) n dx » cn donde b * “ 4ac < O 

Para Ilustrar este método, también llamado Integración de funciones r¿ 
clónales, se presentan algunos ejemplos. 


Ejemplo VIII.40 


Calcular: 


í.( | x .+ dx 
/ x 3 + x 2 - 2x 


Solución 


Como el grado del numerador es menor que el grado del denominador, 
no procede efectuar división alguna; mas bien habrá que empezar fa¿ 
torizando el denominador: 


x* + x 2 - 2x » x(x - 1) (x + 2) 


por lo cual: 


2x + 3 A , B . C 

x(x - l)(x + 2) “ x x - 1 x + 2 

que es una identidad para la cual hay que determinar adecuadamente 

los valores de A, B y C. 

Dicha identidad puede escribirse: 

2x + 3 ° A(x - 1) (x + 2) + Bx (x + 2) + Cx (x - 1) 

Como debe cumplirse para todo valor de x, la determinación de los 

valores de A, B y C puede llevarse a cabo dando a x valores arbitra 

rios que se eligen convenientemente: 

Si x «* O, 2(0) + 3 ■ A(0 - 1) (O + 2) y A » - | 

Si x° 1, 2(1) + 3 - B(l) (1 + 2), luego B - -| 

Si x « - 2, 2(—2) + 3 - C(-2) (-2 -1), entonces, C = - -~ 

La descomposición de la función racional por integrar es por con¬ 
siguiente: 

_ 2x + 3 r 3 5_ 1 

x 3 + x 2 - 2x 2x 3(x - 1) 6(x + 2) 

así que: 

/ (2x +3) d x 3 f dx . 5 / dx 1 ( dx 

*> +"** - 2x° -1 Jt + 3 z Jm = 

■-|ut|L(x-l)-jL(x+2)+C 

por las propiedades de los logaritmos puede escribirse: 

f (2x + 3) dx _ (x - l) 5 /* . _ 

I x 3 + x 2 - 2x ° L x J /i(x + 2)‘/« + C 


Ejemplo VIII.41 
Obtener: 

Solución 



El numerador es de grado menor que el grado del denominador. Se 
procede a factorizar el denominador: 

x 3 - 3x + 2 » (x - I) 2 (x + 2) 
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Se observa que el factor lineal x - 1 se repite dos veces, por lo 
cual la descomposici6n en fracciones racionales es: 


x + 5 A B C 

(x - 1)2 (x + 2 ) x - l + <x - l) 2 x + 2 

multiplicando ambos miembros por (x - 1) 2 (x + 2) queda: 

x + 5 “ A (x - 1) (x + 2) + B (x + 2) + C (x - 1)* 


Si x - 1 


6 - 3B 

=*> 

B - 2 

Si x - -2 


3 - 9C 


c “ i 

Si x - 0 


5 - - 2A + 

2B + C =£> 

A - - 

así que: 

í (x + 5) dx 

I (« + 5) dx_ 

1 í ** i ? ¡ 


1x3 - 3x + 2 

Jix- 

l) 2 (x + 2) 

3j*- 1 ' J 

1 (X - 1) : 


■-|l(x- 1) - L (x + 2) + C 


Ejemplo VIH.42 

Resolver: f ■£■ * - — . * — -ilSÍ 

J 2x> - x 2 + 8x - 4 


Solución 

Al efectuar la división resulta: 

x v - x* - 21x B 7, X 2 - X - 21 
2x 3 - x* + 8x - 4 x 2x 5 - x 2 + 8x - 4 


por lo cual: 

f (x k - x* - 2Ix) dx 
J 2x*3 - x 2 + 8x - 4 


'x dx + 


(x 2 - x - 21) dx 
2x J - x 2 + 8x - 4 


las diferentes potencias de x e igualar los coeficientes de éstas 
con los correspondientes coeficientes de las mismas potencias en 
el primer miembro. En este ejemplo queda: 

x 2 - x - 21 » 2Ax 2 - Ax + 2Bx - B + Cx 2 + 4C 

x 2 - x - 21 » (2A + C) x 2 + (2B - A) + (4C - B) 

igualando los coeficientes de x 2 : 2A + C ■ 1 

igualando los coeficientes de x: 2B - A ■ - 1 

igualando los términos independientes:: 4C - B » - 21 

Al resolver el sistema formado por estas tres ecuaciones se obtie 
nen: 

A - 3, B - 1, C - - 5 

por lo cual la descomposición queda: 

x 2 - x - 21 3x + 1 _ 5 

2x 3 - x 2 + 8x - 4 ° x 2 + 4 " 2x - 1 


entonces: 


/ (X 2 - X- 21) dx— ( (3x + 1) dx 
j 2x 3 - X 2 + 8x - 4 / x 2 + 4 


5 


/ 


dx 

2x - 1 


3 í 2xdx f dx 5 í 2xdx 
2 Jx 2 +rj X 2 + 4" 2 J 2x-l 


- | L (x 2 + 4) + ^ ang tan | - 4 L <2x - 1) + C| - 
(x 2 + 43 3 ^ 2 1 x 

" L (2x - 1)*/* + 2 ang can 2 + Cl 

Teniendo en cuenta este resultado en la integral propuesta se tie 
ne finalmente: 


La solución de la primera integral del segundo miembro es obvia. 
Para resolver la segunda, la factorización del denominador es: 

2x 3 - x 2 + 8x - 4 - (x 2 + 4)(2x - 1), por lo cual: 

x 2 - x - 21 Ax + B C 
2x 3 - x 2 + 8x - 4 " x 2 + 4 2x - 1 

x 2 - x - 21 - (Ax + B)(2x - 1) + C(x 2 + 4) 

Otro procedimiento para determinar los valores de A, B y C que ha 
cen que la igualdad anterior sea una identidad, consiste en desa¬ 
rrollar en el segundo miembro, agrupar los términos de acuerdo a 


(X* - x 8 - 21x) dx 
2x 3 - x 2 + 8x - 4 


Ejemplo VIII.43 
Calcular: 
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No hay que dividir y el denominador ya está factorizado, así que 
la descomposición es: 

2x 3 + 3x 2 + x - 1 Ax + B Cx + D E 

(x 2 + 2x + 2) 2 (x + 1) x2 + 2x + 2 (x 2 + 2x + 2) 2 x + 1 

luego: 

2x 3 + 3x 2 + x - 1 “ (Ax + B) (x 2 + 2x + 2)(x + l)+(Cx + D)(x + 1) 4 
+ E (x 2 + 2x + 2) 2 
cuando: 

x - - 1: 2(-l) 3 + 3(-l) 2 -1 -1 » E ( 1 - 2 + 2) 2 y E *» - 1 

Si x B 0: -1 ■ 2B + D + 4E 2B + D = 3 

Si x - 1: 5 - (A + B) (10) + (C + D)(2) + 25E 5A + 5B + C + D « 

Si x » 2: 20A + 10B + 2C + D ° 

Si x = -2: 4A - 2B + 2C - D = 


Resolviendo este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro íncogni^ 
tas se obtienen: 

A ■ 1» B ° 3, C - - 2, B “ “ 3 
considerando estos valores en la descomposiciSn e integrando: 

( (2x 3 + x - l)dx í (x + 3) dx f (2x H- 3) dx _ í dx 

J (x 2 + 2x + 2) 2 (x +1) J x 2 + 2x + 2 ) U 2 + 2x + 2)2 J x + 1 


A continuación se resuelve cada una de estas tres integrales. 
Para: 

f (x + 3) dx 
I x 2 + 2x + 2 

se tiene: 

x + 3 - j (2x + 2) + 3 - \ (2) - ^ (2x + 2) + 2 


x 2 + 2x+2 = x 2 + 2x+1 + 1- (x + l) 2 + 1 


por lo cual: 
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$ + -j sen $ eos $ + C 2 


{ ang tan <x + 1) Ax f 1)1 + f + C * 


- \ ang tan (x + 1) + 2(x S + jx‘+ 2) + C 2 
Teniendo en cuenta este resultado en (c), queda: 


Cono se trata de: 


í dx 

/x>/* +X 1 /» 


y el mínimo común múltiplo de 2 y 3 es 6, la sustitución adecuada 
es: 


por lo cual: 


c l/2 = z 3 , x l/3 = z 2 y dx » 6z s dz 


/(x 2 + 2x + 2)2 " “ x* + 2x + 2 + 2 3118 tan (x + + 2(^4-2x+2) + ° 2 • * * (d) 


por ultimo se sabe que: 

/^TTT ” ^ (x + l) + c s 


(e) 


sustituyendo en (a) los resultados obtenidos en (b), (d), (e) y 
simplificando se tiene finalmente: 

j &+ + 2x*+2¿ V+ 1) ° | L (x 2 + 2x + 2) + | ang tan (x + 1) + 
+ 2(x 2 + 2x + 2) " L (* + l ) + c 


TRES SUSTITUCIONES DE RACIONALIZACION 

Respecto a la integración de funciones irracionales, se han considera¬ 
do anteriormente contados casos. En otros muchos se puede transformar 
la integral dada mediante una adecuada sustitución, en otra que pueda 
resolverse en alguna de las formas ya tratadas. Este procedimiento sue 
le llamarse: ¿ntagnacUón pon nac¿onaJUza(Uón. 

A continuación se presentan tres casos de integración por racionaliza¬ 
ción. 


entonces: 


fTrrf&r-f&fr-'tfrñ 

efectuando la división de z 3 entre z + 1 se tiene: 


z * 

z + 1 


Z - Z + 1 


1 

z + 1 


por lo que: 

/775TTT5 - 6 |(x* - x + 1) dx - 6 J = 

■ 6 [t-T + z ] - «L U+ 1) + C 

*» 2z 3 - 3z 2 + 6z - 6 L (z + 1) + C 
sustituyendo ahora z en términos de x resulta: 



2/x - 3 ^x + 6 Vx - 6L ( Vx + 1) + C 


Caso 2. Si se tienen solamente potencias fraccionarias de binomios de 
la forma ax + b, puede emplearse la sustitución: z n - ax + b, donde n 
es el mínimo común múltiplo de los denominadores de los exponentes de 
ax + b. 


Caso 1. Cuando el integrando contiene solamente potencias fracciona¬ 
rias, puede transformarse en una expresión racional empleando la susti¬ 
tución: z n = x, en que n es el mínimo común múltiplo de los denominado¬ 
res de los exponentes de x. 


Ejemplo VIII. 44 
Resolver: 

f dx 

I >/¡¿ 


Ejemplo VIII.45 
Calcular: 

f dx 

+ /(x + i)* 

Como: 

/x + 1 » (x + l) 1 ^ 2 y. /(x +1)3 » (x + I) 3 ^ 2 



la sustitución conveniente es: 


al sustituir: 


z 2 - x + 1 


z ■ /x 2 + a 2 


así que: 


dx ■ 2z dz t /x + 1 
efectuando la sustitución: 


/(x + 1)» - z 3 


í ■ ***, - f 2z f* Z i -2 í . ** . - 2 ang tan z + C 

j A + 1 + Ax + 1) * J z +z* ) 1 + z* 


resulta: 


/ 


✓x 2 + a 2 
x 


dx » /x 2 + a 2 


+ t L 


A» V7 - a 
A 2 + a z + a 


+ C 


sustituyendo por óltino a z en términos de x: 

í -i i i - *** i -vi ■ 2 tan + 1 + C 

j /x + 1 + Ax + l) 9 


Caso 3. Cuando se pre senta una expresión Irracional de la forma 
/a 2 - x\ /a 2 + x 2 Ó A 2 - a 2 acompañada de una potencia Impar de x 
fuera del radical, la sustitución conveniente es: 

z - /a 2 - X 2 , z - /a 2 + X 2 ó z - /x 2 - a 2 según el caso. 


Ejemplo VIII.46 
Resolver: 


/■*? 


dx 


Se adopta la sustitución: 

z • /x 2 + a 2 

por la que: 

z 2 » x 2 + a 2 y zdz - xdx 
teniendo en cuenta esto se puede escribir: 

■ í ^ 3 - 




■ í+ f L ffi +c 


VIII.2.3 USO DE TABLAS DE INTEGRALES 


Los métodos y procedimientos presentados hasta aquí, son de suma Impojr 
tanda, ya que tienen por objeto transformar una Integral dada en algu~ 
na o algunas de las Integrales Inmediatas elementales. 

Dichos métodos permiten calcular una gran parte de las Integrales que 
se presentan comúnmente en las aplicaciones del cálculo. En la práctl. 
ca, cuando un Ingeniero requiera calcular una Integral Indefinida no 
muy simple, acudirá a consultar alguna tabla de Integrales, misma que 
generalmente tendrá una gran cantidad de fórmulas de reducción y de 1n 
tegrales resueltas. 

Prácticamente todas las tablas de Integrales están organizadas, presen 
tando en forma clasificada las Integrales según su naturaleza. 

Para el uso adecuado de una tabla de Integrales hay que estar familia¬ 
rizado con los métodos de Integración que se han tratado y se debe po¬ 
ner especial atención a las restricciones del conjunto sobre el que es 
válido cada resultado. 

El primer paso para resolver una Integral con auxilio de una tabla de 
Integrales, es buscar en la tabla una fórmula por medio de la cual pue¬ 
da resolverse la Integral dada sin la necesidad de ninguna transforma¬ 
ción. 

Huchas veces la Integral que se desea calcular no aparece en la tabla 
tal y como está presentada, será entonces necesario hacer una transfor¬ 
mación antes de poder usar la tabla. 

En estos casos se busca una fórmula de la tabla que se asemeje a la In. 
tegral por resolver, de tal modo que la Integral dada pueda transformajr 
se a una expresión como la de la fórmula por un cambio sencillo de va¬ 
riable. 

SI no puede aplicarse ninguna fórmula de la tabla, queda aún la poslbj. 
Ildad de emplear alguno de los métodos como el de Integración por par¬ 
tes, que conduzca a otras Integrales que puedan resolverse haciendo uso 
de la tabla. 



En muchos libros de cálculo se presentan listas de integrales que con£ 
tituyen en si, tablas de integrales más o menos numerosas y hay obras 
que de por sí son tablas de integrales. 


NOTA: Al final del capítulo se mencionan algunos libros donde 
se encuentran tablas de integrales. 


VIII.3 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 
VIII.3.1 CALCULO DE AREAS 


Area de una región en un plano. 

En el subtema VI.1.3, se definió: 


lim E f(£i) x 

INI-o i-i 


que es igual a la integral definida: 



dx 


y es la medida del área de la región comprendida entre la curva de ecuai 
ción y - f(x), el eje de las abscisas y las rectas x - a y x - b, si 
f es una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f(x) 0 
para toda x en [a, bj* Véase figura VIII.8. 



f(x)dx 


Figura VIII. 8 
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Si f(x) < 0 para toda x en £a, b], cada f(£j) es un número ne 

gativo, y se define la medida del área de la reglón comprendida entre 
la curva y « f(x), el eje x y las rectas x - a y x - b como: 


que es igual a: 


lim E 

11*1*0 i-1 


f «i> IV 




f(x) dx 


Ejemplo VIII.47 

Obtener el área de la región comprendida entre la curva 
y » x 2 - 4x + 1, el eje x y las rectas x ■ 1 y x ■ 3. 

En la figura VIII. 9, se ve laográfica de región indicada. Si en 
el intervalo J^l, 3^] se considera una partición con celdas de 

igual amplitud, A ¿ x - ||a||, y como f(x) ■ x 2 - 4 x + 1 < 0 en 
[J 1, 3^, cada rectángulo de la interpretación geométrica tiene de 
base A¿x y de altura - f(£i) - - (c| - Hi + 1) “ - Cf + Ki - 1» 
luego la suma de las medidas de las áreas de los n rectángulos co^ 
rrespondientes a la partición que se tome es: 


E (- - O Aix 

i-i 



Figura VIII.9 
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entonces la medida A del área deseada esta dada por: 


A - lim 

MI-o 


Z < - 5 * + «tj - 1) A. * - [‘ ( - x 2 + 4 x - 

i«l ' 1 

---r-* 2 *' -x]‘. -f. 

-* I 


1) dx 


16 


(u 2 ■ unidades cuadradas) 


Ejemplo VIII. 48. 

Encontrar el área de la región comprendida entre la curva de ecua 

ción y - x 3 - 3x 2 + 2 el eje x y las rectas x -- 5 — y 

x - 2 . 

Sea f(x) - x 3 - 3 x 2 -4-2, entonces se tiene que f(x) >0 en el 
intervalo cerrado |-, 1 ] y f(x) <0 en el intervalo 

£l, 2]] como se ve en la figura VIII. 10. 



Figura VIII. 10 


Hay que separar la región en dos partes. Si Aj es el número de 
unidades cuadradas del área de la región cuando x está en el in¬ 
tervalo |- , 1 | y A^ es el número de unidades cuadradas en 

el área de la región cuando x pertenece al intervalo £l, 2 ^] , 
entonces: 

/ 1 r 1 

A » f(x) dx * I (x 3 - 3x 2 + 2) dx 

1 J-l/2 J-l/2 

y 

A 2 m ~ J f(x) dx « - j (x 3 - 3x 2 + 2 ) dx 


A ■ A + A es el número de unidades cuadradas del área de la re 
1 2 ~ 

gión total. 


í (x* - 3x 2 + 2) dx - ( (x 3 - 3x 2 + 2) 

)-\/2 * 1 


dx - 


X 1 * 

A- — - 

■'••■i! - [ 

2 



- 135 5 _ 

215 


64 4 

64 


215 

64 


Considérese ahora la necesidad de calcular el área de una región com¬ 
prendida entre dos curvas y dos rectas paralelas al eje de las ordena¬ 
das. 

Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, bl, 
les que f(x) > g(x) para toda x en [a, b]. Se trata de obtener el área 
de la región comprendida entre las curvas y - f(x) y y - g(x) y las 









rectas x - a y x - b, que se muestran en la figura VIII.11. 



Figura VIII. 11 


SI se toma una partición de n celdas con norma ||a|| - A¿x en el In¬ 
tervalo [a, b] y en cada celda se escoge un punto Ci» se puede consi¬ 
derar en cada celda un rectángulo de base Aíx y altura f<£i) - 8<Ci)■ 

La suma de Rlemann correspondiente a la suna de las áreas de dichos 
rectángulos es: 

E lf(Ci) - gCCi) ) Ai x 
i-i 

Esta suma de Rlemann da un valor que Intuitivamente se ve que es cada 
vez más aproximado al número que representa la medida del área de la 
reglón, mientras mayor sea n. 

SI A es el número de unidades cuadradas del área de la reglón, se 
tiene: 


A - lim I [ f(Ci) - g(Ci) 1 Aix 

{|A|| 0 i-i 


Dado que f y g son continuas en [a, b]. < £ “ 8) también es una fun 
ción continua en el mismo Intervalo, por lo tanto, el límite anterior 
es Igual a la Integral definida que aparece en la.siguiente expresión: 
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Ejemplo VIH. 49. 

Encontrar el área de la región comprendida entre la curva 
y « 6x - x 2 y la recta y - x. 

Es necesario determinar los puntos de intersección de la curva y 
la recta para conocer el intervalo en el que se encuentra la re¬ 
gión. Esto se logra como es sabido, resolviendo como simultáneas 
sus ecuaciones. 

Procediendo por igualación: 

x » 6 x - x 2 j x 2 - 5 x " 0 ; x(x - 5) - 0 



para los cuales: 


y x ° °. y 2 • 5 


Asi que los puntos de intersección son: O (0, 0) y Pi (5, 5). 
Ver la figura VIII.12. 



Figura VIII.12 
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Sea f(x) » 6x - x 2 , g(x) = x, a «* O, b - 5. 
El ¿rea buscada escara dada por: 



Ejemplo VIII. 50 

Calcular el área de la regiSn limitada por la parábola y 2 - 2 x 
y la recca x - y “ 4. 

Al resolver como simultáneas las ecuaciones de la parábola y la 
recta se obtienen como puntos de intersección P x (2, - 2) y 

P a (8, 4). La regiSn cuya área se va a obtener se ve en la figura 

VIII.13, donde se observa que es necesario descomponer la regiSn 
en dos partes: la comprendida en [0, 2] y la que se ubica en 

D» f], ya que la curva que limita a la región inferior no es la 
misma en estos dos intervalos. 

Sea A ■ Aj + Aj , siendo A x el área de la regiSn en £0, 2 [] 
y A } la correspondiente a £2, 8]. 



Figura vm.13 


Para calcular A¿ se observa que y 2 » 2 x no es la regla de 

correspondencia de una función, sino que involucra dos funciones: 

y- / 2x y y » _ J2x. , la primera tiene como gráfica la parte 

de la parábola que está arriba del eje X y a la segunda le corres 
ponde la parte que se encuentra debajo del eje X. 

Si se hace fj(x) = / 2 x y f 2 (x) » - / 2 x , la altura de 

un rectángulo típico de base en £o, 2] viene a ser 

^(Éi) - * 2 <£i> y su área es £^(5*) - * 2 Ui>U que 

la suma de Riemann en £ 0 , 2]] resulta: 


£ Cf,«i> - 4 i* 

i°* 


por lo cual según el razonamiento ya conocido se tendrá: 

C f iOO - * 2 (x)J dx - (/ 2x + / 2 x j dx • 

m f\' rTr * --T-: a, u’ 


Para calcular A 2 de la ecuación de la recta, que puede escribir¬ 
se y - x - 4, se hace g(x) - x - 4. 


Entonces según el procedimiento conocido,, el área de un rectáagu 
lo típico en £ 2 , 8^ es C^i^i) “ 8(€i)U A¿x , por lo cual: 


A * m f t ■ 8<*>U **“f -&■*)]*■ 

--|-(2x)l- -i-(x-4) 1 ] 8- (-§—2 ) --f- 

2 





finalmente: 
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Figura VIH. 14 


VIII.3.2 CALCULO DE LONGITUDES 

longitud de arco de una curva plana.- Sea £ una función continua en 
el intervalo cerrado [a, b] y su gráfica la curva de ecuación 

y » f(x) según se ve en la figura VI11.15. 



Figura VIII.15 
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La porción de curva desde el punto A(a, f(a)) al punto B(b, f(b)) se 
llama un arco. Se desea asignar un nümero a lo que Intuitivamente se 
considera como la longitud de ese arco. 

Tómese en £a, b] una partición de n celdas por medio de los pun¬ 
tos a » x 0 , x lt x 2 .x n « b, siendo ||a|| la norma de la red. Co 

mo se sabe, la amplitud de la 1-éslma celda de la partición es: 

- x i-t £ t! A || 


Al trazar sobre la curva los puntos de abscisas x , x , x _ x« 

0 i 2 1 n 

se obtienen: 

A - Po (x 0 , y 0 ), PjCxj, y,), P 2 (x 2 , y 2 ), ...» B - P n (x n , y n ) 

como se muestra en la figura VIII.16. 



Figura VIII. 16 

Se traza la poligonal definida por los puntos P 0 , p Jf p 2 , ... t 
p^j» Pj. ... , P , P n . La longitud de esta poligonal, que es Igual 
a la suma de las longitudes de sus componentes, los segmentos P r Pj , 

Pj P 2 . ... » P~ p ¿ , .... P^ P R , es un valor aproximado del 

número L que deseamos asignar a la longitud del arco ab. Dicha suma 
puede escribirse: 


l P o p il + l p i p *l + 


l p i-i p il 


+ p 


p |. 
•i n' 


n 

E 

i-l 


l p i-. P J 


n _ 

El valor de E Ip^ - P¿| será tanto más aproximado al valor de L, 
Í“1 

mientras mayor sea n, es decir mientras menor sea || a|| , de modo que 
la longitud l del arco ab se define como el límite de la suma an¬ 
terior cuando la norma ||a|| tiende a cero. 


Definición: Si f es una función continua en {[[a, b^ y si exijs 
te un número L de modo que para cualquier número 
e > 0, existe un ó > 0 tal que: 



Para coda participación del intervalo Ja, b] para la cual 
|( A|| < 6, entonces: 

L - li?, E 1^., rj ...(9) 

Hall - o i-i 11 1 

y L se llama la longitud del arco de la curva y « f(x) com¬ 
prendida entre los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b>). 


Cuando L existe, se dice que el arco en cuestión es rectificable. 

Se necesita ahora obtener una fórmula que permita calcular la longitud 
l de un arco rectificable, de una curva de ecuación y - f(x), para 
lo cual se requiere que la derivada de f sea continua en £a, b]. 

Considérese u na parte de la poligonal mencionada antes, que Incluye a 
la componente P i _ J P ¿ , Ilustrada en la figura VII1.17. 



Figura VIII. 17 
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La longitud de la cuerda P i _ j p ¿ está dada por: 

1^1 - x i ->> 2 + ( yi - yi -.) 2 

si se hace x¿ - x^ - A*x y y± - y ¿.j » ¿¿y, se tiene: 


IVi p il ->/ (A i x ) 2 + (A i y)i 

donde al sacar del radical a queda: 

1^1 • v/ + (tJt)* V 


... ( 10 ) 


Como se consideró que la derivada de £ es continua en £a, bj, en 
tonces se satisfacen las condiciones de la hipótesis del l talón Medio 
del Cálculo V¿¿ztziuua¿ para f en [x.^, x^, asi que existe un 
número en el Intervalo abierto (x^, x¿) tal que: 

f<*i> - f(x¿.j) » f»(Ci) (xí - x iM ) 

como: 

f(Xj) - f(x, .) ° A. y y x. -x. “A.x 
11 i ' i i-1 i 

puede escribirse: 

*¿y - f f (Ci) A^ x 

de donde: 

\y 

A ¿ x " f '«i> * Vi < C x i 

sustituyendo este valor en (10) se obtiene: 


|p i-, p il - yj 1 * V 


... (ID 


donde: 


V, ' 5 i < *i 


para cada ¿ desde 1 a n existe un valor dado por (11)» asi que al su¬ 
mar todos esos valores puede escribirse: 


i ■ ij' * *.■ 


tomando limites en ambos miembros de la expresión anterior, cuando la 
norma || A || tiende a cero, se escribe: 


lira £ |P. P.| - lim Z % fT+ [*'(£,) P A. 

II ¿11*0 i-1 1 -* 11 ||fi||-0i->V 1 ^ 1 i 


como f'(x) es continua en £a, b], la función ^TT^fHx)] 2 
también lo es, entonces: 


lira 

NI 


.o i i/ + [ f,(c i ) í ** ** 


o sea: 


lira 

11*1— o 


¿, |p i-, p i' 


dx 


teniendo en cuenta este resultado en (9) se puede escribir finalmente: 


-/ b .v 

L 

f'(x) 

2 

dx 


.. (12) 
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Figura VIII. 18 


En la figura VIII.18, se visualiza lo anterior. 


Como: 



x “1 ir 

• r ang sen —** r (ang sen 1 - ang sen 0) - r -j- 

o 
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luego: 


VIII.3.3 VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION 


L - 2 tT r 


Ejemplo VIII.S2 

Encontrar la longitud del arco de la curva y - x 2 ^* del punto 
(1, 1), al punto (8, 4). 


SI una reglón en un plano se gira con respecto a un eje del plano se 
genera un volumen conocido como AÓtido da tizvolwtfón y al eje se le 
llama e/e de fizvoLxsUSn. 

SI se tiene la reglón limitada por la gráfica de una función positiva 
f, el eje de las abscisas y las rectas x - a y x - b y se gira es¬ 
ta reglón alrededor del eje x, se generará un sólido de revolución. 
Ver figuras VIII.20 y VIII.20.1. 



Figura VIII. 19 


En la figura VIII.19, se ve el arco cuya longitud se desea cal¬ 
cular. Para ello, haciendo f(x) ■ x 2 ^* se tiene f*(x) ® ^ x” 1 ^* 
entonces: 


L 




1 í 8 ¿Tx*/3 + 4 
3 J i ^T71 


Haciendo u » 9x 2 /*+ 4, se tiene: du » — - A* - y como u » 13 

x*' * 

cuando x = 1 y u = 40 cuando x = 8: 


L » 


_L 

18 


„i/* 



± («o»/* - 13»/*) 


7.6, L- 7.6 




Figura Vlll.20.1 
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En el caso de que f sea una función constante, la sección es rectan¬ 
gular y el sólido generado será un cilindro. Ver figura VIII.21. 



Si la gráfica de f es un semicírculo y gira alrededor de uno de sus 
diámetros, entonces el sólido generado es una ésfera. Ver figura VIII.22. 


Y 



Si f está representada por un triángulo rectángulo como el de la fi_ 
gura VIII.23, entonces la figura generada al girar la región alrededor 
del eje x será un cono. Ver figura VIII.23.1. 




Para definir el volumen de un sólido de revolución se puede usar la su. 
matoria de Riemann como sigue: 


Figura VIII.22 




Supóngase que se tiene una función f como la de la figura VII1.24. 
SI se considera una partición en el intervalo £a, la suma de 
Rlemann que da una aproximación del área bajo la curva serla: 

Z f(5i) áx± ; 5i € , x 

i-i L 



Figura VIII.24 


El sólido generado por estos rectángulos al girar alrededor del eje 
x está formado por cilindros cuyas alturas son Lx± y cuyos radios 
son Iguales a f(Ci). Ver figura VIII.25. 



Figura VIII.25 
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El volumen de cada cilindro estará dado por la expresión: 


V i“ * óx i 


SI la norma de la partición tiende a cero, o el número de sublnterva— 
los tiende a Infinito, la suma de los volúmenes de los cilindros, que 
es una sumatorla de Rlemann, se aproximará al volumen del sólido que se 
genera al girar la gráfica de f alrededor del eje x en el Intervalo 

Ha, O. 



El eje de revolución puede ser cualquier recta, pero el estudio se 11 
mltará a los ejes coordenados y a rectas paralelas a ellos. 

En el caso de que el eje Y sea alrededor del cual gire la reglón, el 
volumen será: 


■/ c ’ [ f(y) ] 


dy 
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Ejemplo VIII.53 

Calcular el volumen del solido generado al hacer girar alrededor 
del eje X la región limitada por y = x 2 , x**l,x«2 y el eje 
X. 



Figura VIII.26 


Solución 

V = U J* y* <¡x 


V " ^ / 1 ^ 



V « 


31 v 
5 


Ejemplo VIII.54 


Encontrar el volumen de una esfera con centro en el origen y radio 
igual a "a". 



Figura VIII.27 

Solución 

Si se toma la región mostrada en la figura VIH. 27 1 y se gira 
alrededor del eje X se tendrá el volumen pedido. 

v - ti í 3 (a 2 - x 2 ) dx 


v ( aJx --t 1 )]!. 

-ai) 



Ejemplo VIII.55 


Calcular el volumen del cono truncado que se genera al hacer gi¬ 
rar alrededor del eje Y, la región limitada por las rectas y ■* 2x, 
y - 2, y - 4 y el eje Y. 



Figura VIII.28 


Solución 

v "( i ") 1 dy 



y 2 ¿y 
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Ejemplo VIII.56 

Calcular el volumen del solido que se genera al girar alrededor 
de la recta x «* 2 la regiSn limitada por x - 2, el eje Xy lapa 
rabóla y - x . 



Figura VIII.29 


Solución 

v » tt j (2 - x) 2 dy* 
v » r, f Q ( 2 -ST) 2 dy 



En ocasiones los volúmenes pueden ser calculados usando concha* cÁJUn 
dsUca& . A continuación se explica este procedimiento. ™ 



Encontrar el volumen del solido restante. 


Si se tiene un cilindro con altura fija h cuyo radio se Incrementa 
en un Ar, entonces el incremento en su volumen será aproximadamente el 
valor de la diferencial dv. 

Luego: 

v » tt r 2 h 
dv » 2 n r h dr 

por lo que: 


Av * 2 n rhAr 




Figura VIII.31 


SoluciSn 


Cuando el rectángulo gira alrededor del eje Y, se genera un cas¬ 
carán cilindrico con altura 2y¿, radio aproximadamente x± y espe¬ 
sor Ax¿. Entonces: 


Figura VUI.30 


A vi * 2 ti X£ (2 y¿ ) A xi ° 4t x± y± Ax¿ 


Como el cascarón es delgado ( el interés es el limite cuando Ar «* o ) por lo que el volumen deseado será: 

no existe diferencia al tomar a r como el radio Interno, el externo o 
alguno Intermedio. 


/ 2a 

xy dx 

a iu laryu uc una linea paraicia a su eje y uespues es apianauu, ei re- « 

sultado será un solido rectangular de longitud 2nr, altura h y espesor 
Ar, y por lo tanto con volumen 2Ttrh Ar como antes. 


Ejemplo VIII. 57 

Un agujero de radio a es perforado simétricamente a través de 
una esfera de radio 2a. 


v 






v » - 2 v -J- (4 a 2 - X 2 ) 


v » 4 /T TT a 3 


Ejemplo VIII.58 

Encontrar el volumen del sólido generado al girar alrededor del 
eje X, la región limitada por la parabola x » y 2 - 2y y la rae 
ta y « x. 



Figura VIII.32 


Solución 

Primero se resuelven las ecuaciones para localizar sus puntos de 
intersección, en esto caso (0, 0), y (3, 3). * 

La recta y - y¿ corta a la parabola en el punto (x¿, y¿) y 
a la recta dada en (#£, y¿) y un rectángulo de espesor Ay¿ y 
que se extiende de una a otra de las intersecciones. C uando se 
gira alrededor del eje X, se genera un cascarón cilindrico de 
altura x± - X£, radio aproximadamente y¿ y espesor Ay¿. 

Por lo que: 


Aví * 2 n yi (- xi) Ay ¿ 
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Entonces, para el problema planteado: 



VIII.4 APLICACIONES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA A LA FORMULACION Y SOLU¬ 
CION DE ECUACIONES DIFERENCIALES SENCILLAS 


Una ecuación que contiene derivadas o diferenciales se llama ecuació n 
dLiviuncÁal. Una ecuación de este tipo que Implica una función descono 
clda y su derivada es frecuentemente una expresión de un problema ffsl” 
co, de Ingeniería o de ciencias sociales en forma matemática. El pro¬ 
blema de determinar la función desconocida, es decir, de resolver la 
ecuación diferencial, se convierte en un problema de matemáticas. 

Issac Newton y Gottfrled Lelbnlz, quienes Independientemente desarro 
liaron las Ideas fundamentales del cálculo, fueron también los prime” 
ros en considerar las ecuaciones diferenciales. 

Por ejemplo, la segunda ley de la mecánica de Newton puede expresarse 
por medio de una ecuación diferencial. Esta ley dice, esencialmente: 
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La masa de una partícula en movimiento multiplicada por su ace¬ 
leración, es igual a la resultante de las fuerzas externas que 
actúan sobre la partícula. Esto puede expresarse por medio de la 
ecuación: 

para la posición u(t) de una partícula sobre la que actúa una fuerza 
F que puede ser función del tiempo t, de la posición u(t) y de la 

velocidad d . 

Para determinar el movimiento de la partícula sobre la que actúa una 
fuerza dada F, se necesita una función u que satisfaga la ley de 
Newton. SI F se debe únicamente a la gravedad, se tiene: 



simplificando e Integrando: 



volviendo a Integrar: 

u(t) - - y 8t 2 + Ci t + c 2 

donde las constantes de Integración Cj y c 2 aún no estén determinadas. 


Para determinar u(t) completamente, se necesitan dos condiciones, la 
posición y la velocidad de la partícula en algún Instante. Con estas 
condiciones se determinan las constantes C| y c 2 . 

Una de las formas de clasificar las ecuaciones diferenciales es enfun 
clón de cuántas variables Independientes depende la función desconocida. 
Cuando aparecen derivadas ordinarias, se dice que se trata de una ecua¬ 
ción diferencial ordinaria y cuando aparecen derivadas parciales (que 
se presentan en el curso de Cálculo Vectorial), se le llama ecuación dj_ 
ferenclal parcial. 

Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias que represen¬ 
tan ciertos fenómenos, son: 


Ejemplo VIII. 59 


Si se observa la transformación radiactiva del radio en otras sus 
tanclas, se puede notar que la velocidad a la que se efectúa la 
transformación es proporcional a la cantidad de radio presente en 
cada instante. Si R(t) representa la cantidad de radio presente 

en el tiempo t, entonces — ^ representa la razón de cambio 

de R(t)- respecto al tiempo. Por consiguiente, la formulación del 
modelo matemático representante del fenómeno observado puede escri¬ 
birse:’ 

- - k R(t) 

donde k es una constante de proporcionalidad y el signo menos ija 
dica que la cantidad R(t) decrece respecto al tiempo. 


Ejemplo VIII. 60 

Un fenómeno de electricidad queda representado con la ecuación di 
ferencial: 

L+ R d ¿ QCO - B(t) 

donde L es la inductancia; Q, carga; R, resistencia; C, capaci^ 
tancia y E, voltaje aplicado. 


VIII.A.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


El orden de una ecuación diferencial es Igual al de la derivada de más 
alto orden que aparece en la ecuación. 

Asi: 

F £x, u(x), u*(x).tí nl (x)3- °* 

es una ecuación diferencial ordinaria de enésimo orden y representa una 
relación entre la variable Independiente x y los valores de la fun¬ 
ción u y sus primeras n derivadas u', u", .... U W : 


F(x, y, y'.yl n J ) » 0 




El grado de una ecuación diferencial es el exponente mayor de la derj[ 
vada de mayor orden de la ecuación. 


Ejemplo VIII.61 

a) x 2 y" - 3xy* + 4y ** 0 ea de segundó orden y de primer 

grado. 

b) (y'" + l) 2 - (2 y") 1 * + 3xy - 0 ea de tercer orden y de 

segundo grado. 

En una ecuación diferencial se supone que siempre se puede despe¬ 
jar la derivada de más alto orden, pudiendo escribirse: 

yl nl » f(x, y, y* y", .... y In ‘ l1 ) 

La solución de una ecuación diferencial ordinaria sobre el intejr 
valo o < x < 3, es una función ó tal que existan ó M ,..,$l n l 
y satisfaga a: 

4, [nl (x) - £ J\, ♦(«), *’(x). (frl"-' 1 (x)] 

para cualquier x en a < x < 6. Si no se especifica otra cosa, 
se tiene una función f de valores reales y nos interesa obtener 
las soluciones y ■ $(x) de valores reales. 


Ejemplo VIII.62 

dR 

La ecuación diferencial ordinaria de primer orden - k R , 

tiene la solución: 

R - $(t) - Ce" kt , - oo < t < ® 


donde C es una constante arbitraria. 
Comprobación: 

R a Ce“ kt - oo < t < oo 


dR 

dt 


- kCe-fct 


dR 

dt 


- kR 
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Ejemplo VIII.63 

La ecuación diferencial ordinaria de segunda orden y" + y “ 0 , 
tiene como 4 soluciones: 

yi(x) - eos x, y 2 (x) - sen x, x e R 

Comprobación: 

y t (x) » eos x ; x € R 
yj(x) - - sen x 
y" (x) - - eos x 

* * - coa x + eos x “ 0 
0 5 0 

Ejemplo VIII.64 

Las funciones: í,(x) » x 2 Lx y <{> 2 (x) « x 2 son soluciones de 
la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden: 

x 2 y" - 3xy' + 4 y » 0 , x > 0 

Comprobación: 

^(x) - x 2 Lx ; x > 0 $ 2 <x) - x 2 ; x > 0 

$J(x) » x + 2x Lx $ 2 (x) ° 

$y(x) - 3 + 2 Lx <fr' 2 '(x) - 2 

.*. x 2 (3+ 2 Lx) - 3x(x + 2xLx) + 4x 2 Lx » 0 x 2 (2) - 3x (2x) + 4x 2 » 0 

3x 2 + 2x 2 Lx - 3x 2 - 6x 2 Lx + 4x 2 Lx - 0 2x 2 - 6x 2 + 4x 2 ■ 0 

0=0 020 

Para saber si una ecuación diferencial tiene solución, se presenta el 
problema de la ex¿&¿encta de una solución. Y suponiendo que tiene una 
solución, cabe preguntarse: ¿Tendrá otras soluciones? ¿Qué tipo de 
condiciones adicionales deben especificarse para determinar una única 
solución particular? Este es el problema de la wUc¿dad en una ecua¬ 
ción diferencial. Otra pregunta es: ¿Cómo se determina realmente una 
solución?. Aun sabiendo que una solución existe, puede suceder que no 


y 2 (x) - sen x ; x € H 
y’(x) - cosx 
y 2 (x) » - sen x 

- sen x + sen x “ 0 
0=0 
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pueda expresarse en términos de las funciones elementales usuales: po- 
LinomiAíeA, t^lgonomit/Ucaó, exponetuuaZeí, ¿ogatótmíau e hipznbóL t- 

CAÍ. 

Estas interrogantes, asi como el teorema de existencia y unicidad pa¬ 
ra la solución de una ecuación diferencial son tratadas en asignaturas 
posteriores. 


VIII.4.2 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES Y NO LINEALES 

Otra clasificación Importante de las ecuaciones diferenciales ordina¬ 
rias, se basa en determinar si son lineales o no lineales. 

Una ecuación F(x, y, y', ..., y^) - 0 es lineal cuando F es una 
función lineal en las variables y, y' ..., , por lo que una ecua 

clón diferencial lineal de orden n puede escribirse: 

ao(x) y* nl + a 4 (x) y ín_I *+ ... + ^(x) = g(x) 

Ejemplo VIII. 65 

a) x 2 y" + xy* - y » 0 es una ecuación lineal. 

b) y" - 2e x y' + y y* ■ x s es una ecuación no lineal. 

Toda ecuación diferencial ordinaria que sea lineal debe cumplir 
con las propiedades siguientes: 

1) Homogeneidad g(Xx) - Ag(x) 

2) Aditividad g(x 4 + x 2 ) - g(x,) + gíx*) 

Si no cumple con una o con las dos propiedades, es no lineal. 

Ejemplo VIII.66 

Investigar si la siguiente ecuación diferencial ordinaria es li¬ 
neal o no lineal: 

2 x* - y(x).&J& „ o 
. dx 

cuya solución es: 

y-x 2 


Analizando la homogeneidad para el segundo término: 


yUx) i Xy(x) A 


Como no cumple con la propiedad probada se dice que esta ecuación 
diferencial ordinaria es no lineal. 

Se puede decir que aquellas ecuaciones en las que aparezcan potencias 
de las derivadas, productos de las derivadas por la función y y funcl£ 
nes de y no lineales, son ecuaciones diferenciales ordinarias no linea 
les. “ 


Ejemplo VIII.67 

Determinar el orden de cada una de las siguientes ecuaciones di¬ 
ferenciales y especificar si la ecuación es lineal o no. 


a) 

x'-^f+x^+Zy sen x 

lineal de segundo orden. 

b) 

«♦T*>&-+ x £*r-.« 

no lineal de segundo oí: 
den. 

c) 


lineal de cuarto orden. 

d) 


no lineal de primer or¬ 
den. 

e) 

d 2 y 

^2 + sen (x + y) o sen x 

no lineal de segundo or 
den. 

f) 

^ + x to + - (cos2 x) y • ** 

lineal de tercer orden. 

Ejemplo VIII.68 


Para cada una de las siguientes ecuaciones verificar si la fun¬ 
ción o funciones dadas son soluciones de la ecuación diferencial. 


a) y" - y ** o 
Soluciones: 

y 2 (x) » e x ; y 2 (x) » coa hx 




sustituyendo en la ecuaciSn original: 

- 27e" Sx - 6e _,x - 3e" íx 4 0 

luego yj(x) » é“ ,x no es solución. 

Para: 

y 2 (x) » e x , y¿(x) - e x f y£(x) » e*. y¿"(x) - e* 

sustituyendo en la ecuación original: 

e x + 2e x - 3e* = 0 
luego ya 00 » e x sí es solución. 


c) x 2 y" + 5x y f + 4 y = 0, 


x > 0 
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Soluciones 

y x (x) » x" 2 , y a (x) - x“ 2 Lx 

Para: 

y,(x) - x-* , yj(x) - - 2x J , y"Cx) - 6x** 
sustituyendo en la ecuación original: 

x 2 • ó*- 1 » + 5x (- 2 jT») + 4x- 2 - 0 
6x- 2 - 10x-2 + 4x“2 - 0 
luego yi(x) » x” 2 sí es solución. 

Para: 

y 2 <x) » x”2 Lx , y ¿( x ) « x-2 + Lx t“2x" s ) - x“ S - 2x“* Lx 

y 2 (x) - - 3x" H - j^2X“ s —■ + Lx ( - 6x~ 4 ) ^j- - 5x~ 4 + 6x“ 4 Lx 

sustituyendo en la ecuación original: 

x 2 (- 5x- 4 + 6x“ 4 Lx) + 5x (x“» - 2x“* Lx) + 4x" 2 Lx - 0 

- 5x -2 + óx -2 Lx + 5x" 2 - lOx -2 Lx + 4x“ 2 Lx “ 0 

luego y 2 <x) = x -2 Lx sí es solución. 

d) y" + y = sec X , 0 < x < y 
SoluciÓn 

y(x) “ eos x L eos x + x sen x 

y'(x) » eos x ““““ ~ senx L cosx + x eos x + senx 

y* (x) ** - sen x L eos x + x eos x 

y M (x) » - senx —“ cosx L cosx - x senx + eos x 
y"00 ° ~ - cosx L cosx - x senx + cosx 
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VIII.A.3 SOLUCION EXPLICITA Y SOLUCION IMPLICITA 

Hay ocasiones en que las soluciones de ecuaciones diferenciales vienen 
dadas explfclteniente como funciones de la variable Independiente, pero 


en otros casos, sobre todo en ecuaciones diferenciales ordinarias no 11 
neales, al resolver la ecuación se puede llegar a una expresión que re" 
presenta Implícitamente a una Infinidad de funciones escalares de una 
sola variable. 


Ejemplo VIII.69 

Sea la ecuación diferencial: 

yy' + x » 0 

La ecuación x 2 + y 2 ■ C 2 donde C 2 es una constante esencial 
y arbitraria, satisface a la ecuación diferencial considerada. 

2x + 2 y y* « 0 ; y* - - ^ 

luego: 

- y + x “ 0 ; 0 = 0 

Se puede verificar que x 2 + y 2 - C 2 expresa implícitamente una 
infinidad de soluciones, (funciones de x), para la ecuación dife¬ 
rencial. 

Dependiendo de las condiciones del problema, cada una de las fun- » 
clones aeró solución. Por ejemplo una solución que pase por (0, 3) 
da: 

0 + 9 - C 2 

por lo que: 

x 2 + y 2 - 9 

y de aquí: 

yi (x) - /9 - x 2 ; - 3 < x < 3 


En este caso ha sido sencillo resolver la ecuación y encontrar 
y ° y(x). Frecuentemente es Imposible resolver la ecuación Implícita 
para obtener una función explícita, debiendo recurrir generalmente a 
procedimientos nunérlcos para tabular la solución explícita: 


y - y(x) 
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Entonces, toda función $(x, y) » c que satisfaga a la ecuación 

f(x, y, y' .y w ) - 0 y además defina una función y - y(x) que 

también satisfaga a la ecuación diferencial, se dice que representa 
una solución Implícita de ella. 


Derivando: 


JH' ** ü) A coa (ü)t + 3) 


Las ecuaciones diferenciales lineales siempre conducen a funciones derivando nuevamente: 

explícitas y las no lineales, generalmente a funciones Implícitas. 


j2„ 

-t- ■ - <jJ 2 A sen (wt + 3) 

dt 


VIII.4.4 ELIMINACION DE CONSTANTES ARBITRARIAS 


Las ecuaciones diferenciales aparecen de muchas formas y hay un camino 
para llegar a ellas. Sea una ecuación solución con constantes arbitra¬ 
rlas. SI se eliminan las constantes se llegará a una ecuación diferen¬ 
cial satisfecha por la solución original.* 

Hay diferentes métodos para eliminar las constantes, pero se cumple 
que el número de derivadas que necesitan usarse es el mismo que el de 
constantes arbitrarlas que se eliminan. 

Entonces la ecuación diferencial a la que se llega es de orden igual 
al nümero de constantes arbitrarlas de la ecuación solución dada. Ade 
más se satisface con la solución dada y está libre de constantes arbi¬ 
trarlas. 


sustituyendo el valor de x 


d x 
dt 2 


+ «r 


A sen(cat + 3) queda: 

x «> O 


VIII.4.5 FAMILIAS DE CURVAS 


Ejemplo VIII. 70 

Eliminar la constante arbitraria de: 

y sen x - x y 2 » C 


Una ecuación que contiene un parámetro, asi como una o ambas coordena¬ 
das de un punto en un plano, representa una familia de curvas. 

Ejemplo VIII.72 
La ecuación: 


Derivando: 

y eos x + y' senx - 2xyy' - y 2 = 0 
-gj- (senx - 2xy) ° y 2 - y eos x 

y (eos x - y) dx + (senx - 2 xy) dy «* O 


(x - c) 2 + (y - c) 2 » 2c 2 

o bien: 

x 2 + y 2 - 2 c (x + y) » 0 ... (a) 


Ejemplo VIII.71 

Eliminar las constantes arbitrarias de: 


x » A sen (üit + 3) ; w es un parámetro. 
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representa una familia de circunferencias cuyos centros están so¬ 
bre la recta y « x y que pasan por el origen, figura VIH.33. 



Figura VIII.33 

Si se elimina C tomándola como constante arbitraria se llega a 
la ejCJiaclSn dí¿eaencÁaJÍ de. ¿a ¿omitía. 

La ecuación (a) puede escribirse: 


Derivando con respecto a x, agrupando términos y multiplicando 
por dx queda: 


(x 2 + 2xy - y 2 ) dx - (x 2 - 2xy - y 2 ) dy « 0 

Esta expresión es la ecuación diferencial de la familia de circun 
ferencias representadas por la ecuación: — 


(x - c) 2 + (y - c) 2 - 2 c 2 


En dicha ecuación diferencial se ve que se define la pendiente de 
la tangente para un punto (x, y): 


ÉL 

dx 



Cuando una familia de curvas está representada por una ecuación con 
dos parámetros, la ecuación diferencial será de segundo orden y la re 
presentación geométrica resulta mi<y complicada. 


Ejemplo VIII. 73 

Obtener la ecuación diferencial de la familia de rectas con la su 
ma algebraica de sus intersecciones con los ejes coordenados igual 
a k: 

Solución 

a + b «* k, por lo que a *» k - b 
y*T x + b . y--ETb-* + b 

Derivando: 

y'-*L_ 

7 k -b 

de donde despejando b: 



sustituyendo los valores obtenidos de a y b en: 

y ■ - — x + b 
a 

queda: 



y finalmente: 


C*y' - y) (y' - 1) + ky' «o 
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VIII.4.6 SOLUCION GENERAL T SOLUCION SINGULAR 


Toda ecuación diferencial ordinaria de n -esimo orden tiene una so 
luclón que contiene n constantes arbitrarlas. A esta solución se le 
llama 4o£uc¿ón qzmao ¿. Geométricamente define una. familia de curvas 
en las que cada una representa una solución particular de la ecuación 
diferencial. La solución particular se obtiene de valuar las cons¬ 
tantes esenciales y arbitrarlas, dependiendo de las condiciones del 
problema en cuestión. 

En ocasiones hay ecuaciones diferenciales no lineales que tienen solt[ 
clones que no provienen de la solución general y por esto se les llama 
óotucÁjonu ¿¿nguíoAZó. 


Definición: Toda ecuación diferencial ordinaria de primer orden 
que puede ser escrita como: 

f(x)dx + g(y)dy - 0 

se llama ecuación de variables separables. 

Ejemplo VIII.74 
Resolver la ecuación: 

2(y + 3)dx - xy dy a 0 


Definición: Las ecuaciones diferenciales lineales no poseen so¬ 
luciones singulares. Unicamente las poseen las ecua 
clones diferenciales no lineales de grado k > 2 . 


Solución 

Si se separan las variables: 


2 dx _ y dy 
x ~ y + 3 


0 


que también se pueden escribir.como: 


2 dx 
x 




VIII.4.7 SEPARACION DE VARIABLES 


Una ecuación general de primer orden y primer grado puede ser: 


Mdx + Ndy - 0 

en donde M y n pueden ser funciones de x y y. 

Algunas ecuaciones de este tipo son tan simples que se pueden escribir 
como: 


f(x)dx + g(y)dy «* 0 

es decir que las variables pueden separarse y entonces es posible que 
la solución pueda obtenerse rápidamente. 

Se tratarla entonces de efectuar dos Integrales Indefinidas, cada una 
en función de una sola variable Independiente. 

Entonces F =* c, donde C es una constante arbitrarla y es el resulta¬ 
do deseado. Esta constante engloba a las dos cQnstantes de las Inte¬ 
grales. 


integrando: 

2 Lx - y + 3 L (y + 3) - C ... (a) 

En esta solución también se puede escribir la constante arbitra¬ 
ria en forma logarítmica: 

2 Lx - y + 3 L(y + 3) + LC 1 « 0 

de donde: 

y - 2 Lx + 3L(y + 3) + LCj, 

y-LC, x 2 (y + 3) 3 
eV “ Ci x 2 (y + 3) 3 

Como puede observarse esta solución es mas compacta que la obteni 
da en ( a) y también puede llegarse a ella en la siguiente formaT 
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De (a): 


y + C - 2 Lx + 3 L(y + 3) » L £x a (y + 3) 9 ^] 

C y+ c “ x 2 (y + 3) s 

(¡y e c » x 1 (y + 3) 9 
C 1 

si se hace , queda: 

¿y - C, x 2 (y + 3) 1 


Ejemplo VIII.75 

Obtener la solución general de la siguiente ecuación diferencial: 


1 + y' » ey 


Solución 

Separando las variables: 


1 - & + - 0 


dx - ey dx + dy - 0 i dx (l - ey) + dy - 0 
ds 


d * + ¡^r-° 


multiplicando numerador y denominador de la fracción por e~y: 

d* + -^ = 0 
e-y- 1 

integrando se tiene: 

1 

x - Líe"? - 1) - C 

x - C - L (e-y - 1); e x-c - e~y - 1; e x e“ c » e~y - 1 


si: 

e“ c - Q , Q e x “ e _ y - 1 
luego la solución general es: 

e~y » Cj e x + 1 


Ejemplo VIII.76 

Obtener la solución general de la siguiente ecuación diferencial 
y dx + (x 2 + 1) dy “ 0 

Solución 


Separando las variables: 


dx 

x 2 + 1 


+ 


djr 

y 


o 


integrando se tiene: 

ang tan x + lny » C 

lny • C - ang tan x 
y o e c “ an 8 tan x 

y « e c e" an 8 tan x 
Cj - e c 

luego la solución general es: 

y-S- 

7 e ang tan x 



Ejemplo VIII*77 

Obtener le solución general de la siguiente ecuación diferencial: 


y* + 


xe x 

y 



Solución 


Separando las variables: 


+ 

dx 


x e x 

y 


x e x dx + y dy 


integrando se tiene: 

/xe x dx + /ydy»0 
u “ x dv « e x dx 
du ** dx v ■ e x 
xe x - / e x dx 

por lo que: 

xe x - e x + “ C 

¿ » c + e x - xe x ; Ci = 2C 

luego la solución general es: 

y 2 » Cj + 2e x - 2xe x 
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